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0.1 


Avant-propos 


C E polycopie s’adresse a des etudiants de la 
deuxieme annee d’un DEUST. 

V euillez noter que vous n’obtiendrez pas 
grande chose si vous vous limitez a choi- 
sir un exercice, y reflechir une minute et aller 
vite voir le debut de la correction en passant 
tout le temps a essayer de comprendre la cor- 
rection qui va paraitre incomprehensible. Pour 
que la methode d’etude soit vraiment efficace, 
il faut d’abord vraiment essayer de chercher la 
solution. En particulier, il faut avoir un papier 
brouillon a cote de soi et un crayon. 

L a premiere etape consiste alors a traduire 
Tenoned (pas le recopier), en particu- 
lier s’il est constitue de beaucoup de jargon 
mathematique. Ensuite il faut essayer de rap- 


procher les hypotheses de la conclusion sou- 
haitee, et pour cela faire quelques calculs ou 
transformer les hypotheses pour appliquer un 
theoreme dont on aura verifier que les hy- 
potheses sont bien satisfaite. C’est id que l’in- 
tuition joue un grand role et il ne faut pas 
hesiter a remplir des pages pour s’apercevoir 
que l’idee qu’on a eu n’est pas la bonne. Elle 
pourra toujours resservir dans une autre situa- 
tion. Quand finalement on pense tenir le bon 
bout, il faut rediger soigneusement en s’inter- 
rogeant a chaque pas sur la validite (logique, 
mathematique) de ce qu’on a ecrit. Si l’etape 
precedente ne donne rien, il faut chercher de 
l’aide. 


De plus, ne vous etonnez pas si vous decouvrez des erreurs. Merci de me les 
communiquer 
(mharfaoui04@yahoo.fr ) . 
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0.2. 


0.2 


Fonctions de plusieurs variables 


0.2.1 Domaines de definitions et graphes 
Exercice 0.2. 1.1 

Representer les domaines de definition des fonctions suivantes 

x _1 . ln(y — x), 

{x 2 +y 2 — l) -1 / 2 .-^/! — x 2 


1- fi(x,y) = ln(2x + y - 2), 

2- f2(x,y) = V 1 - xy, 


3- fz{x,y) 
4 ■ h{x,y) 


Corrige 0.2. 1.1 


1. Le domaine de la fonction t — > ln(t) est M+. 
Done Le domaine de definition de f\ est 

Df i = {(x, y) G M 2 /2x + y — 2 > 0}. On 
trouve done le demi-plan superieur delimite par 
la droite d'equation 2x + y — 2 = 0 (Figure 1 ). 


2. Le domaine de definition de fi est 

Df 2 = {(x, y) G M 2 /l — xy >0}, or 1 — xy > 0 si 

, 1 1 

et seulement si y < — , si x > 0, y > — , six < 0. 

x x 

C’est done la reunion de la partie situee sous 

l ’hyperbole y = — pour x > 0, de la partie situee 

, x 

au-dessus de Vhyperbole pour x < 0, et de Vaxe 
des ordonnees (Figure 2). 


3. Le domaine de definition de fe est 

Df 3 = {(x, y) G M 2 /x 0 et y — x > 0}. 

C’est done le demi-plan, auquel on a retire une 
(portion de) droite (Figure 3). 
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4- Le domaine de definition de f 4 est 

Df 4 = {(x, y) E M 2 /x 2 + y 2 — 1 > 0 et 4 — x 2 — 

y 2 > 0 }. 

Pes conditions x 2 + y 2 — 1 >0 et 4 — x 2 — y 2 > 0 
represented la couronne situee entre les cercles 
de centre 0(0, 0) et de rayon respectifs 1 et 2, 
privee du premier cercle (premier cercle nest pas 
dans le domaine, le second y est) (Figure 4)- 



Exercice 0.2. 1.2 Lignes de niveau. 

Quelles sont les lignes de niveau (c’est-a-dire les fonctions f(x,y) = k) pour 
1. fi(x,y) = y 2 , avec k = 1 et k = — 1. 

f2(x,y) = - 7 ====== + V 8 “ x2 -V 2 > avec k = 2 

V x + y ~ 1 


Corrige 0.2. 1.2 

1. Pour k = —1, iVfc = {(x,y) E M 2 /y 2 = —1}. Or I’equation y 2 = —1 na pas de solutions, done la 
courbe de niveaux pour k = — 1 est vide N- 1 = 0. 

Pour k = —1, iVfc = {(x,y) E M. 2 /y 2 = 1}. Or I'equation D’autre part, I’equation y 2 = 1 admet 
pour solution les droites y = 1 et y = — 1. Done la courbe de niveaux est la reunion des droites 
d’ equations cartesienne y = 1 et y = — 1. 

2. Pour k = 2, iVfc = {(x, y) E M 2 /y 2 = 1}. Or I’equation f(x,y) = 2 donne (x 2 + y 2 ) 2 = 16, ce 
qui, compte tenu du fait que x 2 + y 2 > 0, donne le cercle x 2 + y 2 = 4, cercle centre a l ’ origine 
et de rayon 2. 


0.2.2 Limites, continuites 


Exercice 0.2. 2.1 

x 2 v 2 

Soit /M 2 \ {(0, 0)} — > R la fonction definie par fix , y) = 0 -k. 

x z y z + (x — y) A 

Montrer que 

lim lim /(x, y) = lim lim /(x, y) = 0 

rr— >0 y— >0 y — >0 a?— >0 

et gue lim /(x, y) n’existe pas. 

(®>s/)— K o,o) 


Corrige 0.2. 2.1 

On a 

lim /(x, y) = lim — r = 0 et lim /(x, y) = lim — ^ = 0, 
y — >0 y— >0 y z x^0 y—> 0 X z 

et il est clair, qu’en passant a la limite pour x tendant. vers 0 dans la premiere et y tendant. vers 0 
dans la deuxieme, on obtient I’egalite ( 1). 

4 

D’autre part, f(x,x) = — r = 1 d’ou lim f(x,x) = 1 et lim f(x,y) ne peut pas exister. 

x o,o) 
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Exercice 0.2 . 271 

Etudier V existence des limites suivantes 


1. 


lim 


O 

x y 


0,0) x + y 
x +y¥ : o 

( considerer la direction y = x 4 — x) ; 
„3 


2 . 


lim 


xyz + z 


(x, y ,z)->( o,o,o) 2x 3 + yz 2 

2x 3 +yz 2 ^Q 


3 . lim MiM 
(x,y)^( 0,0) x 2 + y 2 

( x ,y) 7 ^(o, o) 

( considerer la direction x 2 = y 6 + y 2 et 
une autre direction de votre choix). 

,. xy + yz 

4 . lim — = „ „ 

(x,y,z)—>(o,o,o) x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 
(x,y,z)^(0,0,0) 


Corrige 0.2. 2. 2 


1. Pour y = x 4 — x, on obtient 


x-y 
x + y 


= x 2 — \ d’ou 


lim 


x 2 y 


2 . 


xyz + z 6 2 xyz + z' 

lim = — lim 

(x,y,z)^> (o,o,o) 2x 3 + yz 2 3 (a:, 3 /,iz)->(o,o,o) 2x 3 + yz 2 

x=y=z^0 x^0,y=z=0 

nexiste pas. 


(x,y)->( o,o) x + y 

x+y^O 

3 


nexiste pas. 


= 0 .11 s’ensuit que lim 


xyz + 


(x, 3 /,z)->(o,o,o) 2x 3 + yz 2 

2x 3 +yz 2 ^=0 


I 3/ 

3. Sur M \ {0}, la fonction f definie par f(x) = —z = -A tend vers +oo quand x tend vers zero 


ar 


\x\ 


d ’ou lim 


I 'j ^ nexiste pas en tant que limite finie. 


(x,y)^( 0,0) X 2 + y 2 

(ir,i/)^(0,0) 

4- Le long de la demi-droite x > 0,y = 0,z = 0, la limite existe et vaut zero et le long de la 
demi-droite x = y = z > 0 la limite existe et vaut 1/3 d’ou 


lim 


xy + yz 


(x,y,z) — >(o,o,o) x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 
( x ,y,z)+( o,o,o) 


n’existe pas. 


Exercice 0.2. 2. 3 


Soit f la fonction definie sur M 2 par 


xy 


f(x,v) = l + s i (xi y) 7^ (0- 0)) 

l 0 Si (x,y) = (0,0). 


La fonction f est-elle continue en (0,0) ? 


Corrige 0.2. 2. 3 

On pose x = y = t, et on fait tendre t vers 0. On a alors f(t , t) = - . 

1 

En faisant tendre t vers 0, on voit que ceci tend vers —, qui n’est pas 0. La fonction f n’est pas 
continue en (0, 0). 
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Exercice 0 .2.274 

Soit f la fonction definie de R 2 dans R par 


J + V 2 si(x,y) + (0,0), 

v x + y 

0 si (x, y) = (0, 0). 

1. Etudier la continuite de f sur R 2 . 

2. La fonction est-elle bornee ? Justifier. 



Corrige 0.2. 2. 4 

1. Comme x 2 + y 2 > 0 pour tout (x,y) (0,0), / est definie sur R 2 , et continue sur R 2 \ (0,0) 

comme quotient de deux fonctions continues R 2 Si x > 0, fix, x) = y/2 et lim = y/2 0 done 

/ n’est pas continue en (0,0). 

Notons qu'aucun prolongement par continuite en (0,0) n’est possible car 

lim = —\pl V2 
x— > 0 “ 

2. On a pour tout (x, y) G M 2 \ (0, 0) 


. . . Ix + i/l \ x \ + \ y \ \/ x 2 + y 2 

fix, y) = J < ' = < 2 v J = 2 

i/x 2 + y 2 i/x 2 + y 2 y/x 2 + y 2 

et /( 0,0) = 0. Done f est bornee sur M 2 . 


Exercice 0.2. 2. 5 

Soit f Vapplication de A = M 2 \ (0,0) dans M definie par f(x,y ) 


3x 2 + xy 


x 


r 


1. Montrer que si x et y sont des reels, on a 2 \xy\ < x 2 + y 2 . 

2. Montrer que, pour tout (x,y) de A, on a \ f(x,y)\ < 4. || (x,y) ||2 ,et || (x,y) || 2 = 

3. En deduire que f admet une limite en (0,0). 


^/x 2 Ay 2 . 


Corrige 0.2. 2. 5 

1. On a pour tout (x, y) G R 2 , ^ |x| — \y\ j = x 2 + y 2 — 2 \xy\ , 
done 2. \xy\ < x 2 + y 2 . 

2. On a pour tout (x,y) G R 2 x 2 << x 2 + y 2 . Done d’apres I’inegalite triangulaire 

\3x 2 + xy\ < |3x 2 | + \xy\ < 3(x 2 + y 2 ) + ^(x 2 + y 2 ) 
et done |3x 2 + xy | < 4.(x 2 + y 2 ), car - < 1, d’ou, 

Zj 

2 2 

0 < f(x,y) < 4 - +j/ = 4. || (x,y) || 2 ■ 

v x + y 

3. Comme lim || ix,y) || 2 = 0, on deduit, lim f(x,y ) = 0. 

(x,y)^(0,0) (x,y)—>(0,0) 
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Limites, continuites et differentiabilites 


Exercice 0.2. 2. 6 

Soi f la fonction definie par 

l 

f(x,y) = -x 2 + y 2 -l, si;x 2 + y 2 > 1 

1 2 

— -x 2 , si ; x 2 + y 2 < 1 

1. Donner Dfle domaine de definition de f. 

2. Montrer quef est continue sur Df. 

Corrige 0.2. 2. 6 

1. le domaine de definition de f est Df = D\ U D 2 ou D \ = {(x,y) E M 2 /x 2 + y 2 > 1} et 
D 2 = {(x, y) E M 2 /x 2 + y 2 > 1}. 

D i est Vexterieur du disque de centre 0(0,0) et de raton 1 sans sa frontiere et D 2 est Vinterieur 
du disque de centre 0(0,0) et de raton 1 avec sa frontiere (disque ferme), leur reunion est 
evidemment M 2 et done Df = M 2 . 

2. Montrons la continuity de f sur Df. 

(a) II est evident que la fonction est continue sur D\ et D 2 puisque sur ces deux domaines est 
une fonction polynome. 

(b) II reste a montrer la continuity sur la frontiere. Soit alors (a,b) tel que a 2 + b 2 = 1. On a 
b 2 = 1 — a 2 done 


lim f(x, y) = lim ^x 2 + y 2 — 1 = ^a 2 + b 2 — 1 = — ^a 2 , 

(x,v)-*(a,b) (x,y)-f(a,b) 2 2 2 


i 2 +b 2 > 1 


2 +b 2 >l 


lim f(x,y)= lim -a 2 + b 2 — 1 = — -x 2 = — -a 2 . 

0,y)->(a,b) (x,y)—>(a,b) 2 2 2 

a 2 +b 2 < 1 a 2 +b 2 > 1 

1 


Comme f(a,b) = alors 


1 


lim f{x,y) = lim f(x,y) = --a = f(a,b), 


(x,y)^>(a,b) 
a 2 +b 2 < 1 


(x,y)—>(.a,b) 
i 2 +b 2 >l 


f est continue pour tout (a, b) tel que a 2 + b 2 = 1. 
Done f est continue sur M 2 . 
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0.2.3 Continuites et differentiabilites 
Exercice 0.2.3. 1 

l 

Posons f(x,y ) = xysin (-) si y ^ 0 et fix, 0) = 0 pour tout x de M. 

y 

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de M 2 . 


2. Montrer que f admet des derivees partielles premieres par rapport a x et par rapport a y en tout 
point ( x,y ) de M 2 tel que y / 0 et en (0,0). 

Qf Qf 

3. Etudier la continuite des fonctions derivees partielles — — et — . 

ox oy 


Corrige 0.2.3. 1 

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de M 2 . 

- (*) Continuite sur M 2 \A ou A = {(x, y) E M 2 ; y / 0}. 

Les fonctions (x, y) —> xy, (x, y) —■ > — sont continues sur M 2 \A comme fonction polynome et 

y 

fonction rationnelle et la fonction t — > sin(t) et continue sur M. Done f est continue sur M 2 \A 
comme produit et composee de fonctions continues. 

- (*) Continuite sur A. 

Soit (a, 0) dans A avec a dans M. On a pour tout (x,y) E M 2 \A 


f(x,y) - /(a, 0) 


xy sin(l /y) 
f(x,y ) - /(a, 0) 


< 


xy 


= 0. 


mais lim xy = 0, done lim 

(z,v)->(a, o) (x,y)->(a,0) 

rrER aER 

d’ou la continuite en (a, 0). Done f est continue sur M 2 . 

2. Montrer que f admet des derivees partielles premieres par rapport a x et par rapport a y en tout 
point (x,y) de M 2 tel que y / 0, et en (0,0). 

- (*) Pour (x, y) E M 2 \A 

d f d f 1 

t^(z, 2/) = ysin(l/y) et ~^~(x,y) = x(sin(l /y) - -cos(l /y)). 

(*) En (0, 0) on a € A 

d /M = lim /('‘•°)-/(0.0) = o mr /(/■,.. 01 = /CO. 0) = 0 
|(0.0) = lim mfc)-/(0.0) =0 

dy k^o k 

Q f Q j- 

3. II est clair que les fonctions — — et — — sont continues sur M 2 \A. 

ox oy 

Au point (a, 0) on a 

df , ^ v f(a + h,0) — f{a, 0) 

— (a, 0) = lim = 0 car f[a + h, 0) = /( 0, 0) = 0. Done 

CsX h >0 rb 


lim 

(x,y)^(a, 0) 


df, df 

s (x, 9 ) = ^(a,0)) 


= lim 

(x,y)->(a,0) 

aSK 


ysin(l/y) 


= 0, 
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~ I ) df 

d’ou la continuite de —(x,y) en (a, 0). 

OX 

„ d f f(a, k) — f(a, 0) 1 

On a — — ( a, (J ) = Iim = Iim a. sin - I. 

oy fc^o k k^o k 

Si a ^ 0 cette limite n’existe pas. Si a = 0 on a ^-(0,0) = lim ^ ' - - = 0. Done 

oy k^o k 


lim 

(x,y)->( 0 , 0 ) 


df f v df . 

-(x.rf.-f 0,0)) 

1 


= lim 

(x,y)->( 0 , 0 ) 


fx(sin(l/y) - - 
V v 


cos 

y 


Pour x n = y n = on a 

y 2nvr 


lim 

(z,2/)->(0,0) 


df, N df 
^(x,s,)-^(0,°)) 

a/. 


= lim 

n— >+00 


^ — — (sin(2n7r) — 2nir. cos(2n7r)^ 


= - 1/0 


cTem la discontinuity de — (x, y) en (0,0). 

ox 


Exercice 0.2. 3. 2 

X 

Posons f(x, y ) = y 2 sin ( — ) si y / 0 et f(x, 0) = 0 pour tout x de R. 

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R 2 . 

2. Etudier la continuite des fonctions derivees partielles df jdx et df/dy. 


Corrige 0.2. 3. 2 

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R 2 . 

- (*) Continuite sur R 2 \A oil A = {(x, y) E R 2 ; y / 0}. 

Les fonctions (x,y) — > y 2 , (x,y) — »• — sont continues sur R 2 \A comme fonction polyndme 

y 

et fonction rationNelle et la fonction t — ► sin(f) et continue sur R. Done f est continue sur 
R 2 \A comme produit et composee de fonctions continues. 

- (*) Continuite sur A. 

Soit (a, 0) dans A avec a dans R. On a pour tout (x,y) E R 2 \A 


f{x,y) - /(a,0) = y 2 sin(x/y) 


mais lim 

O,y)^(a,o) 

ccGM 


= 0, done lim 

(x,y)->(a,0) 
a GR 


f(x, y) - f(a, 0) 


< 

= 0 


V 


d'ou la continuite en (a, 0). Done f est continue sur R 2 . 

2. Derivees partielles premieres par rapport a x et par rapport a y en tout point (x, y) de R 2 tel que 
y / 0, et en (a, 0). 

- (*) Pour (x,y) E R 2 \A 


0 j- 0 j- 

gf( x ^y) = 2 /cos(x/y ) et ^-(x,y) = 2y(sin(x/y) - xcos (x/y)). 
(*) En (0, 0) on a E A 

/(0, 0) = lim /( '‘- 0) : /(0 -° ) = 0 car f(h, 0) _ /( 0, 0) _ 0 
ox h — >0 h 
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-MO, 0 = lim J K v ; = 0 

dy k^o k 

^ f ^ f 

II est clair que les fonctions — - et — - sont continues sur M 2 \A. 

ox ay 

Au point (a, 0 ) on a 

df , m v f(a + h, 0 ) - f(a, 0 ) ^ 

——(a, 0 ) = lim = 0 car j(a + h, 0 ) = / ( 0 , 0 ) = 0 . Done 

ox h—> o h 


Dr M.Harfaoui 


lim 

(x,y)^(a, o) 
ae K 


df ( v df 

0)) 


= lim 

(x,y)->(a,0) 


ycos(x/y) 


= 0, 


> , x df 

d’ou la continuity de — (x,y) en (a, 0). 
ox 

n , df f{a, k) — f(a, 0) 1 

On a — (a, 0 ) = lim = lima, sin - . 

dy k^o k k^o k 

o n v /(0, fc) - /(0, 0) n n 

Si a = 0 on a -7— ( 0 , 0 = lim = 0 . Done 

dy k^o k 


lim 

(a;,*/)— >(0,0) 
aSM 


df df ( 

— (x,y) - -7- (0,0)) = lim 2ysin(x/y) - xcos(x 
dy dy (*,!/)->( 0,0) V 


aGM 


a df a 

Pour y = - — et a^O, -7- (a, - — ) = -a et 
2n7r ay 2n7r 


lim I 2y sin(x/y) — xcos(x 

(x,n)— >(a,+oo) V 
aGM 


lim ( — 

(:r,n)— »(a,+oo) V 27T,7T 
aGM 


f sin( 2 mr) — xcos(2n7r)') = —a / 

\ 2 mr J 


Exercice 0.2. 3. 3 

Soit V application f : M 2 
continue sur M 2 . 

Corrige 0.2. 3. 3 


(x “)■ y) 2 

definie par { f( x >y) ~ x 2 y2 ( x iV) / 0 ) _ Est-ce que f 

/( 0 , 0 ) = 0 


Les fonctions polynomials (x,y) — > (x+y) 2 et (x,y) — ► x 2 +y 2 sont continues surM? et la fonction 


1 


est continue sur son domaine de definition M 2 \ {(0,0)}. 


x 2 + y 2 

Leur produit est continue sur M 2 \ {( 0 , 0 )}. 

La fonction est continue en point (xo,yo) si la lim /(x, y) = /(xo,yo)- Alors, /( 0 , 0 ) = 0 , 

(x,y)->(x 0 ,yo) 

(x y) 2 

et zZ faut comparer cette valeur a la lim — 7 7. On ne la calcule pas pour toutes les valeurs 

(x, y )^( 0,0) x 2 + y 2 

( X -|_y)2 ( 2 x) 2 

(x,y) — > (0,0), mats on remarque que par exemple, lim( X!j/ )_*( 0 ,o) | =x ~ — — it = lim -7— — 7 = 2, ce 


qui implique que f nest pas continue en (0,0). 


y x x 2 + y 2 n— >0 x 2 + x 2 
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Exercice 0.2. 3.4 

Soit f la fonction de M. 2 dans R definie par 


f(x,y) = 

oil p et q sont des entiers non nuls. 

1. Demontrer que, pour tout ( x,y ) £ R 2 reels, \xy\ < x 2 — xy + y 2 . 

2. Pour quelles valeurs de p et q cette fonction est-elle continue ? 

3. Montrer que si p + q = 2, alors f nest pas differentiable. 

Corrige 0.2. 3. 4 

1. On a pour tout (, x , y) £ R 2 , ^ \x\ — \y\ j = x 2 + y 2 — 2 \xy\ , 
done 2. \xy\ < x 2 + y 2 ■ D ’ oil \xy\ < x 2 + y 2 . 

2. La continuity sur R 2 \ {(0, 0)} est evidente comme fonction rationnelle de domaine de definition 

M 2 \ {(0,0)}. 

Seule la continuity en (0, 0) pose probleme. On a done 

. . .. \xy\ \x p ~ 1 y q ~ 1 \ 

I f(x,y)\ < ~2 1 2\ ^ I P -1 0-11 

x* — xy + y z ) < \x p 1 y q 1 

► si p — 1 = q — 1 = 0, c’est-a-dire, p + q = 2, alors lim f(x,y) = 1. 

(0,0) 

► , si p — 1 7^ 0 et q — 1^0 le dernier membre de Vinegalite tend vers 0, dans ce cas 

lim f(x,y) = 0 = /(0,0). 

(*,s/)-Ko,o) 

En conclusion Si p + q = 2, la fonction n’est pas continue. 

3. Si p + q = 2, la fonction f n’est pas continue done elle ne peut pas etre differentiable. 


x P y q 


x 2 — xy + y 2 
/( 0 , 0 ) = 0 . 


si (x,y) + (0,0), 


Exercice 0.2. 3. 5 

Soit g : R — > R une application de classe C 2 et F : R 2 — > R definie par 

I aix ty 

< x-y 

{ f(x,x) = g\x) 

Montrer que f est de classe C 1 en tout point de R 2 et calculer sa differentielle. 

Corrige 0.2. 3. 5 

En tout point (xo,yo) avec xq yo, f est continue et meme de classe C 2 car composee (projections 
sur les axes (Ox) et ( Oy ) ), difference et quotient de fonctions de classe C 2 dont le denominateur ne 
s 'annule pas. 

Dans ces points, la differentielle de f est donnee par la matrice jacobienne 
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V/(x 0 ,2/o) 


f g'jx 0 )p 0 - y 0 ) - (g(x 0 ) - g{y 0 )) -g'{y 0 )(x 0 - y 0 ) - (g(x 0 ) + g(y 0 )) 
' Oo - y 0 ) 2 ’ Oo “ Vo) 2 


qui est bien de classe C 1 (g etant de classe C 2 , g' est de classe C 1 ). 
Montrons que F est continue aux points de la forme (a, a). 

Le developpement limite (DL) de g a Vordre 2 entre x et y donne 

g{y) = g{x) + {y- x)g\c x>y ) 


avec c Xj y £ [x,y] d'ou 


lim 

(.x,y)->(a,a) 


g{x) - g{y) 
x-y 


lim g\c X)V ) = g'(a ) = F(a, a) 

{x,y)->(a,a) 


car comme (x,y) tend vers (a, a), x et y tendent tons les deux vers a et done c x>y aussi (et g' est 
continue). 

Pour montrer que F est C 1 (sachant que F est continue), il suffit de montrer que la differentielle 
de F se prolonge par continuite sur M 2 . 

Le DL de g a l ’ ordre 2 entre xq et y$ est 


On a done 


et 


g(x o) = g(yo) + Oo - yo)g'(yo) + g"(c i) avec a e [x 0 , y 0 ]. 


g(yo) = g(x o) + (yo - x 0 )g'{x 0 ) + g"(c 2 ) avec c 2 e [y 0 , x 0 ]. 


df , ^ Oo - yo) 2 g")(ci) g"{c i) 

^ (X °’ y ° )= 2(x 0 — yo) 2 =—' 


df , \ Oo - yo) 2 g"){c 2 ) 

2(®o - 3/o) 2 


g"{c 2 ) 


La fonction g etant de classe C 2 , on a 


lim Df(x 0 ,yo) = 
u)—*(a,a) V ’ V 2 2 ) 


(x,y)->(a,a) 

et done Df se prolonge par continuite sur tout M 2 . F est done bien de classe C 1 . 
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Excrcice 0.2 .8.6 

soit f la fonction definie par 

f( x ’V) = ;l\ y % si (x,y) + (0,1) 

/( 0 , 1 ) = 0 

1. Donner Df le domaine de definition. 

2. Montrer que f est continue sur Df. 

df df 

3. Calculer —(x,y) et —~(x,y) pour tout (x,y) de Df. 

ox ay 

4- Etudier la differentiabilite de f sur Df. 

Corrige 0.2. 3. 6 

soit f la fonction definie par 


f{x,y) = x 4 ^ y _^ 4 , si (x,y) ± (0,1) 

/( 0 , 1 ) = 0 

1. Le domaine de definition Df est 

D f = {(x, y) € M 2 /(x, y) + (0, 1)} U{(0, 1)} = M 2 

2. Montrer que f est continue sur Df. 

(a) Pour (x,y) (0, 1) la fonction est une fonction rationnelle de domaine de definition M 2 — 

{(0, 1)}, done f est continue sur M 2 — {(0, 1)}. 

x 3 (y — l) 2 


(b) Pour (x, y) = (0, 1) on a \ f(x, y) - /( 0, 1) | = | 
On sait que ab < i(a 2 + b 2 ) done 


x 4 + {y- l) 4 


| x 3 (y — l) 2 |=| x 2 (y — l) 2 | . | x |< + (y — l) 4 ). | x \ et on a alors 

| f(x,y) — /( 0,1) |<| x | et lim | x |= 0 d'ou la continuite de f (0,1). 

df df 

3. Calculer —(x,y) et — - (x, y) pour tout (x,y) de Df. 
dx dy 

(a) Pour (x,y) (0, 1) faire les calculs. 

n.\ n ( \ ( x 5/ f(h, 1) — /(0, 1) 

(b) Pour (x, y) = (0, 1) on a — (0, 1) = lim = 0 

C/X h >0 fi 

dy h—>o k 

4- Etudier la differentiabilite de f sur Df. 

df df 

(a) Pour (x,y) (0, 1) / est differentiable car les fonction — - et sont continues pour tout 

dx dy 

(x,y) + (0,1). 

(b) Pour (x, y) = (0, 1) on a 


f(h, 1 + k) - /( 0, 1) - |^(0, 1 )h - |(0, l)k 


h 3 (k — Df 


dont la li- 


s/lf 2 + k 2 (/i 4 + [k - l) 4 )(V/i 2 + A; 2 ) 

mite, quand ( h,k ) tend vers (0,0), nest pas nulle. Ce qui prouve que la fonction nest pas 
differentiable en (0,1). 
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Exercice 0.2.377 
Soit f la fonction definie par 

/ X , V 2 si(x,y) + (0,0), 

V x + V 

0 si (x, y) = (0, 0). 

1. Soit D une droite quelconque passant par I'origine. Montrer que la restriction de f a D est 
continue en (0, 0). 

2. Peut-on en deduire que f est continue en (0, 0) ? 

Corrige 0.2. 3. 7 

1. Une droite de M 2 passant par I'origine a pour equation cartesienne y = ax avec a£K, ou x = 0. 

On a : 

x 2 ax 

(a) si y = ax, alors fix, ax) = — , = ~ ax et Inn ax = 0 

1 J + (ax)2 

(b) si x = 0, alors f(0,y) = 0. 

/ est done continue suivant ces deux directions. 

2. Peut-on en deduire que f est continue en (0, 0) ? 

Pourtant, on va prouver que f n’est PAS continue en (0,0), et e’est une erreur qu’il ne faut pas 
reproduire! En effet, si on pose y = x 2 , alors 



f{x,x 2 ) = 




V2 
2 ’ 


qui ne tend pas vers 0 lorsque x tend vers 0. Done f nest pas continue en (0,0). 


Exercice 0.2. 3. 8 

Soit f la fonction definie par 


f(x, y) 


x 2 y 2 

x 2 + y 2 

0 


si (x,y) + (0,0), 
si (x,y) = (0,0). 


1. Etudier la continuity de f sur M . 

^ f ^ f 

2. Calculer les derivees partielles — et — en tout point (x,y) de M 2 . 

ox ay 


Corrige 0.2. 3. 8 

1. ► Continuity en (0,0). 

On sait que pour tout (x,y), y 2 < x 2 + y 2 , done pour (x,y) (0,0) 

x 2 y 2 

0 < fix, y) = — . < x 2 et lim x 2 = 0, car tout polynome sur M 2 est continue en tout 

yjx 2 + y 2 (*,!/)-( o,o) 

point de M 2 . Done 0 < lim f(x,y) <0 d'ou, la continuity de f en (0,0). 

0,y)->( 0,0) 

► Continuity sur M 2 \ (0, 0). 

La continuity sur M 2 \ (0, 0) set evidente, etant donnee que f est une fonction rationnelle sur 
M 2 \ (0,0). 
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2. Un calcule classique des derivees partielles nous donne 


df 2 2 xy 2 

— (x,y = y 1 y~2~ a — 2^2 

ox ( x z + y A Y 


. df i , 2 

et = x 
dy 


2 yx 1 


(x 2 + y 2 ) 2 


Exercice 0.2. 3. 9 

soit f la fonction de deux variables definie par 


f{x,y ) 


fi(x,y) = (x 2 - y 2 )sin ( — V si x y 

\x — ys 

f 2 {x,y) = 0, si x = y 


1. Donner Df le domaine de definition de f et etudier la continuity de f au point (a, a) pour a £ M. 

2. Calculer les derivees partielles premieres par rapport a x et y en tout point (x, y) pour x y de 

R 2 . 

3. Calculer les derivees partielles premieres par rapport a x et y en tout point (a, a) pour a E M* . 

4 ■ Etudier la differentiabilite de f en (0,0). 


Corrige 0.2. 3. 9 

Le graphe de la fonction est 



1. Domaine de definition de f. 

On a Df = Df x U Df 2 = M 2 . En effet Df ± = {(x, y) E R 2 : x Y 2/} -D/ 2 = {(®, y) E R 2 : x = y}. 

Continuity au point (a, a ) pour a E R. 

Au voisinage de (a, a) on a | /(x, y) — f(a, a) | = | (x 2 — y 2 ) sin 
lim = 0 alors la fonction est continue en (a, a). 

2. Calcul des derivees partielles premieres. 

Pour tout (x, y) tel que x^y 


( 1 ) 

| < |x 2 — y 2 | 

Vx — yJ 



df ^ _ 2x(x - y) sin(x/ (x - y)) - y(x + y) cos(x/ (x - y)) 

o \ x i y) — 

ox x — y 

df . 2x(x — y) sin(x/(x — y)) + (x + y) cos(x/(x — y)) 

xx~\ x iy ) = 

ay x — y 
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3. Calculer les derivees partielles premieres par rapport a x et y en tout point (a, a) pour a E 
f(a + h,a) - /(a, a) 


lim 

h — >0 


h 


((a + h) 2 - a 2 ) sin ( - + - ) 

lim ■ 71 

h^O 


h 

{ah + h 2 ) sin (— ^-— ) a + ^ 

= lim - = lim (a + /i) sin ( — - — ) 

h-^o h h^o v h ’ 


cette limite n’existe pas done f nest pas derivable par rapport a x au point a(,a) pour a/0. 


lim 

k^O 


f(a,a + k) - /(a, a) 
k 


lim 


(a 2 - (a + k) 2 ) sin (-) 
k 


k 


{—ak — k 2 ) sin (-) a, 

= lim — = iim(— a — k) sin ( — ) 


/i— >o k k^o y k' 

de meme cette limite nexiste pas done f n’est pas derivable par rapport a x au point a(, a) pour 

a / 0. 

4 ■ Differentiabilite de f en (0,0). 


lim /(fe.°)-/(°.°) = 

/i — >0 n ft->o h 

= lim(/i) sin(l) = 0 
h—>0 

o 

A: 

Done f est differentiable en (0, 0) et de differential df{ 0, 0) = 0 


0.2.4 Equations aux derivees partielles 
Exercice 0.2.4. 1 

Soit la fonction f : M 2 — > M (x, y) — »• f{x, y) . 
et soit g : M 3 — > R definie par : g{u , o, re) = sin ( f(v 2 ,u.w ) — e 11 ) . 
Calculer les derivees partielles premieres de g au moyen de celles de f. 

Corrige 0.2.4. 1 


Soit la fonction f : 


“)■ 


(x,y) ->• /(^,y) et# : 


definie par g{u , o, re) = sin {f{v 2 ,u.w) — 


/ 

~^(u,v,w) = (f{v 2 ,u.w)-e v ) u cos(f{v 2 ,u.w)-e v ) 

^ f 

= {w. — {v 2 , u.w )) cos ( f{v 2 ,u.w ) — e u ) . 


<93 


* 

dg 


~^{u,v,w) = {f {v 2 , u.w) - e v ) y cos {f{v 2 , u.w) - e v ) 

df 

= (2v. — {v 2 ,u.w) — e v ) cos ( f(v 2 , u.w ) — e v ) 

{u,v,w) = (f {v 2 , u.w) - e v ) w cos (f{v 2 , u.w) - e v ) 

Qf 

= {u. — {v 2 ,u.w))) cos {f(v 2 ,u.w) — e v ) 


dvw 
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hixercice U.2.4.~2 

Soit f une fonction de deux variables de classe C 2 sur i 


. 1 df . 1 df . 

(E,: ^ iX ’ y)+ y% iX ’ tl)= (^ 


*) 2 verifiant l’ equation aux derivees partielles 
f(x,y ) 


V 


2\2 ' 


Soit /(.x, y) = /i(x 2 + y 2 ) cm h est une fonction d’une seule variable de classe C 1 . 

1. Calculer les derivees partielles premieres et secondes de f en fonction de celles de h. 

2. Donner une equation aux derivees partielles {E ) verifiee par h. 

3. Resoudre (E') puis determiner toutes les fonctions f solutions de (E). 


Corrige 0.2. 4. 2 1. Calculer les derivees partielles premieres et secondes de f en fonction de celles 

de h. Pour tout (x, y ) E R 2 on pose t = x 2 + y 2 . On a 

( a ) §“( x ’y) = {hW + y 2 )\ v = {x 2 + y 2 ))' x .h' (t) = 2 .x.h'(t); 

(b) ^~( x ,y) = (h{x 2 + y 2 )^ = (x 2 + y 2 ))' x .h' (i) = 2 y.h'(t)\ 

( c ) ^ x^x,y)= (2.x.h\t)) , x = 2(h\t) + 2xh , '(t)y, 

(d) *yt{x,y) = (2 .y.h'(t))' y = 2 (h'(t) + 2 yh"(t)j-, 

(e) = ( 2 -y- /j '( t ))x = 2 y{ h '(t)) x = 4 xyh"{t ). 


2. Donner une equation aux derivees partielles (E') verifiee par h. En remplagant par les derivees 

partielles, trouvees dans la premiere question, dans V equation (E) on trouve (E') : 4 h'(t) = 

hit) 

£■ 2 ' 

3. Resolution de (E') puis determination toutes les fonctions f solutions de (E). 


(a) h(t ) = 0 est solution de (E'). 

(b) Pour h{t ) / 0 on a Ah' {t) = ^ 44 ^ , 

done pour k E R*, 

ln(|/i(t)| = — ^ + c 44 h(t) = =Fe c e -1 ^ = h(t) = k.e 
En combinant (a) et ( b ) on aura h(t) = a.e~ l t u ou a G R* .Done 


f(x,y) = a.e 1 / 4 ( x2 +y 2 ) ou a E R*. 
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Exercice 0.2.4T3 

Soit f une fonction numerique de deux variables de classe C 2 sur x M7j_ verifiant V equation 
derivees partielles 


x 2 f^ (x ’ y)_y2 |^ (x,y) = 0 - 

On pose u = xy et v = x/y et f(x, y ) = g(u, v ). 

1. Donner une equation aux derivees partielles (E ) verifiee par g. 

2. Resoudre {E ) puis determiner la fonction f solution de 2. 


Corrige 0.2. 4. 3 

1. Donner une equation aux derivees partielles {E ) verifiee par h. 
g(u, v ) = f(y/uv, yju/v) h est de classe C 2 sur M7j_ x et 


du 


1 

2 



1 

2v 



= 0. 


d 2 g 1 d 2 f 1 d 2 f 1 df 1 df 1 dg 

dudv 4 dx 2 4v 2 dy 2 4 y/wv dx 4 v^/uv dy 2 u dv 

Done l’ equation aux derivees partielles verifiee par g est 


d 2 g . > 1 dg 

d^:E v> = TuTv (u ’ v) ' 

2. Resoudre(E') puis determiner la fonction f solution de (E). 
d 2 g 1 dg d / dg\ 1 dg 

0n “ = 2^ ( a ’ v) - 

&Q 1 

Si on pose h(u) = —(u,v) on obtiendra l’ equation differentielle h'(u) = — h(u) dont la solution 
dv 2 u 

generate est h(u ) = c(v)^/u oil v — > c(v) est de classe C 1 . par suite on a 


dfi 

dv 


(u,v) = c(v)y/u et par integration de cette derniere equation differentielle on aura 


g(u, v ) = y/uF(v) + H(u ) 

oil F designe une primitive de c et H est une fonction de classe C 2 . 

Finalement la fonction f(x,y ) = F(x/y)y/xy + H(xy), oil F et H sont des fonctions de classe 
C 2 , est solution generate de 2. Inversement, on verifie facilement que de telles fonctions sont 
bien solutions de V equation 2. 


0.2.5 Developpements de Taylor et limites 




Exercice 0.2. 5.1 

Donner le developpement limite de d'ordre 2 en (0,0) des fonctions suivantes 
cos x 


1. f (x, y) = 


cos y 


2. g(x,y) 


e cos(x+y) 
2 + 2 / 


aux 

(2) 
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Corrige 0.2. 5.1 


Developpements de Taylor 


et limites 


rrige U.^.o.l 

On utilise les les devellopements limites usuelles au voisinage de 0 suivantes 

t 2 1 z 2 

cost = 1 - — + o(t 2 ), - = 1 + z + z 2 + o(z 2 ), et e z = 1 + z + — + o(z 2 ). 

Z A. Z Z 


1. On a au voisinage de 0, 


1 - y + o{y 2 ) 


v 2 

= 1 + y + o(y 2 ), done 


f(x,y) = 


cosx . x 2 , 9xw y 2 , 9 .. x 2 y 2 , 9 9 . 

— — = (1 - V + o(* ))( 1 + -7T + o{y )) = 1- — + ^T + o(x 2 + y 2 ). 

cos y 2 2 2 2 

( x | y'')^ 

2. On a au voisinage de 0, cos(x + y) = 1 \- o(x 2 + y 2 ), done 

) = e(l - -(x + y) 2 + o(x 2 + y 2 )). 


(x + y) 2 

( \ \ i / ( — -\-o(x 2 -\-y 2 )) 

e cos{x+y) _ e l / e K 2 V 


De plus — - — = - — — = - (l — - + — ) + o{y 2 ). D’ou 

1 2 + y 2 1+ y/2 2 y 2 4 ' J 


„cos(x+y) p 

9{x ’ y) = ^TV = 2 


(i - + y ) 2 + o(x 2 + y 2 )^j + 

i (* _ I + t - + y ) 2 ) + °^ 2 + y 2 - ) 


+ o(y 2 ) 


/ 2 2 
e y y x 


Exercice 0.2. 5. 2 

Soit la paraboloide d’equation cartesienne z = 4x 2 + y 2 et les plans (Pi) et {Pi) d'equations respectives 

(Pi): x + 2yPz = Q et (P 9 ) : 3x + by — 2z = 3. 

1. Trouver les points sur le paraboloide ou le plan tangent est parallele au plan (Pi). 

2. Trouver les points sur le paraboloide ou le plan tangent est parallele au plan (P 2 ). 

Corrige 0.2. 5. 2 

1. En general le plan tangent a la surface d’equation z = 4x 2 + y 2 au point ( xo,yo,Zo ) est donne 
par T equation 

Z = zo + 8xo(x - xo) + 2y 0 (y - yo) 

= 8x 0 x + 2 y 0 y + z 0 - 8x% - 2y\ = 8x 0 x + 2 y 0 y - z 0 

d ’ ou par 


z - 8 x 0 x - 2 y 0 y = z 0 (3) 

Pour que ce plan ( 3) soit parallele au plan (Pi) d’equation x + 2y + z = 6 il faut et il suffit que 
( 1 , 2 ) = (- 8 x 0 , - 2 y 0 ) d’ou que x 0 = — et yo = - 1 . 

O 
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Par consequent, le point cherche sur la paraboloide z 


Dr M.Harfaou i 

4x 2 + y 2 est le point ( — , — 1, — ). 

8 16 


2. De meme, pour que le plan ( 3) soit parallele au plan d’ equation 3x + 5y — 2z = 3 il faut et 

3 5 3 5 

il suffit que -) = (— 8xo, — 2yo) d’oii que xq = et yo = — et le point cherche sur la 

2 ' 2 16 4 

paraboloide z = 4x 2 + y 2 est alors le point (— — , — -, ■ 


0.2.6 Theoreme des fonctions implicites 

Exercice 0.2.6. 1 

Soit l ’ equation definie sur R 2 par 

( E ) : x. In (l + y 2 ) — ye x = 0 

1. Donner le developpement limite a I’ordre 2 de f en (1,0). 

2. Soit Tequation x. In (l + j/ 2 ) — ye x = 0. 

(a) Montrer que Tequation (E) definit implicitement y = cj)(x) en fonction de x au voisinage 
de (1, 0). 

(b) Calculer cj)\ x ) au voisinage de 1. 

Corrige 0.2.6. 1 

Soit Tequation definie sur R 2 par 

(E) : x. In (l + y 2 ) — ye x = 0. 

1. Developpement limite a Tordre 2 de f en (1,0). 

Le developpement limite a Tordre 2 en (1,0) de ( x,y ) — > In (l + y 2 ) est 

In (l + y 2 ) = y 2 + o(x 2 + y 2 ), 

et le developpement limite a Tordre 2 en (1,0) de ( x,y ) — > e x est 

e x = e.e x ~ l = e(l + (x - 1) + ^(x - l) 2 + o(x 2 + y 2 ))- 

Comme 

xln (l + y 2 ) = (x - 1) In (l + y 2 ) + a; In (l + y 2 ), 

et en faisant le produit et ne gardant que les termes de degre inferieur ou egal a 2 en (x — 1) 
et y on obtiendra les developpements limites a Tordre 2 en (1,0) de (x,y) — > In (l + y 2 ) et 
(x,y) — > ye x sont In (l + y 2 ) = y 2 + o(x 2 + y 2 ), 
et ye x = ey + ey(x — 1) + o(x 2 + y 2 ). 

Done le developpement limite a Tordre 2 de f en (1,0) est 

f(x, y ) = ey + ey{x - 1) + y 2 + o(x 2 + y 2 ) . 

2. Soit Tequation x. In (l + y 2 ) — ye x = 0. 
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(a) Existante de la fonction implicite y = f>{x) en fonction de x au voisinage de (1,0). 
df 2 xy df 

On a ~—(x,y) = ^ — e x et-— (1,0) = -e ^ 0, done d’apres le theoreme des fonctions 

a 1 + y z o 

implicites il existe un voisinage V\ de 1, un voisinage Vq de 0 et et une fonction 


tels que 


f cf-.V^Vo 

l x -> y = (j>(x) 


* </-(!) = 0 , 

* \/x € V\ : f(x, 4>(x)) = 0 


^ f 

(b) Calcul de 4>'(x) au voisinage de 1. Comme —(x,y) = ln(l + y 2 ) — ye 1 

ox 


alors 


\/x G Vi; <//(x) 


In (l + 4>(x) 2 ) — <f(x)e x 
(2 x.cf)(x)) /(I + 4>(x) 2 ) — e x 


Exercice 0.2.6. 2 

Soit la fonction f(x, y) = x 2 + y 2 — e 2 arctan^/z) n i e sur x 

1. Montrer que V equation f(x,y ) = 0 definit, au voisinage de x = 1, une fonction implicite 

<t>{x)- 

2. Calculer la derivee de 4>. 

3. Donner le developpement limite a I’ordre de 3 de (f en 1. 


Corrige 0.2. 6. 2 

1. La fonction f est de classe C°° comme produit et compose de fonctions de classe C°°, avec 

/( 1 , 0 ) = 0 . ' 


I 2 = -Q-(x,y) = 2 y+ ^2 arctan(y/x)^ e 2 arctan (y/x) 

2x 


2 y- 


x 2 + y 2 


y 

0 2 arctan {y/x) 


Done il existe un voisinage V\ de 1, un voisinage Vq de 0 et une fonction <p de V\ a Vq tels que 


1 ,x -> y = <t>{x)\ 


Vx G El, f(x,y) = 0 yyy= <j>{x) ^ x 2 + (^(x)) 2 = e 2 arctan^x)/*) _ 


2. Derivee de cf. 

Vx E V\, 4>{x) = 


d-x {x '* (x)) 

df 

^(x>(x)) 


( 4 ) 
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Developpements de Taylor et limites 


° r ^ X,V ^ = 2 i X + 

dj_ 

dy 

Done 


y_ g 2 arctan {y/x)\ ^ 


f v (x ’ y) = 2 { y - 


x z + y z 


x z + y z 


,,2 arctan (y/x) 


Dr M.Harfaou i 


I y 2 arctanf?;/ x) 

%X-/ | r\ rj 

Vx G Vi, <£'(x) = . 

7/ p 2 arctan (y/x) 

y , ..r 


x 2 + y 2 


3. En derivant 3 fois la relation ( 4) on obtient 


X + «*)*'(*) - = 0 

x^ x 2 + (<p(x)) 2 


soit 


x + 0(x)i ^ (x) — xcj) (x) + 0(x) = 0, 
car e 2arctan(^(*)/x) = ^ + (j?( X ). 

les derivees de la relation (4) donnent le systeme 


x + i i>(x)4> (x) — x<j> (x) + i i>(x) = 0 
1 + (d>(x)) 2 (x) + <j)(x).<j)' (x) — xcj)" (x) = 0 
3cj) 4>' (x) + <j){x).cj)" (x) — xcj)" {x) — cj)" (x) = 0 


( 5 ) 


Dans la premiere equation on obtient <j>{ 1) = 0 et cj> ( 1) = 1, puis dans la deuxieme, </>”( 1) = 2, 
puis dans la troisieme, 6 — (1) — 2 = 0, soit cj> (1) = 4. 

Le developpement limite a Tordre 3 est done 


soit 


m = <K 1) + </>'( l).(x - 1) + l -4>"{ l)(x - l) 2 + ^(x - l) 3 + o((x - l) 3 ), 


(j>(x) = (x - 1) + (x - l) 2 + -(x - l) 3 + o((x - l) 3 ). 

o 


Exercice 0.2. 6. 3 

Soit le systeme (5) : ( ~~ V \ = ° 

I xy i z l 

1. Montrer qu’il existe un voisinage U de (0, 1) et un voisinage V de (1, 1) dans R 2 tel le systeme 
S definisse une fonction cp = (<£> 1 ,^ 2 ) (x,y) —> ( s,t ) de classe C°° de U dans V tel que 

f x 2 -y 2 -<p 1 (x,y).<p 2 (x,y) = 0 
\ xy+ [ipi(x,y)] 2 - [l P 2 (x,y)\ 2 

2. Determiner la matrice jacobienne J((p(x,y)) de au point (x,y) de U. 
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Corrige 0.2. 6. 3 


Extremums libres et extremums lies 


1. Posons f(x,y, z, t) = y, z, t), f 2 (x, y, z, t)) = (x 2 -y 2 -zt,xy+z 2 -t 2 ). On a f( 0,1, 1,1) = 0 
et le jacobien 


DU 1 J 2 ) 

D(z,t) 


( x,y,z,t ) = 


dfi dfi 

-^~(x,y,z,t) -—-(x, y, z, t) 


x,y,z,t ) ~^(x,y,z,t) 



t z 


2 z -2 1 


Done ^ 2) (0,1, 1,1) = 


1 1 
2 -2 


= -4/0. 


D(z,t) 

Comme le determinant et non nulle on pent appliquer le theoreme des fonctions implicites et 
obtenir un voisinage U de (0, 1) et un voisinage V de (1, 1) dans M 2 tels que, sur ces voisinages, 
les variables z et t, liees a (x, y) par Vequation f(x, y, z, t) = 0, s ’ expriment comme une fonction 
de classe C°° des variables x et y. Done il existe un fonction ip = (<£> 1 ,^ 2 ) •' (x,y) —> ( s,t ) de 
classe C°° de U dans V telle que 

(a) V(x,y,z,t ) G U x V, f(x,y,z,t) = 0 (z,t) = {ipi{x,y),(p 2 (x,y)), 

(b) V(x,y,z,t) <EU xV, D ^ lJ *\ x,y,z,t) / 0- 

2. Le jacobien de ip est J(ip(x,y)) = — Q~ l .P oil 

( f IA 


p = 


t A d h t A 
(x, y, z, t) —{ x,y,z,t 

ox oy 

dfo A df 2 , 

V ~dx^ X ' y ' Z,t ' -^D( x,y,z,t ' 


Un calcul donne P = 
D’ou 


dy 

2x 2 y 
y x 


et Q = 


et Q = 


t z 
2z -2 1 


( dfi , . dfi . . 

( x,y,z,t ) —( x,y,z,t ) 


x,y,z,t ) -^(x,y,z,t) 


V dz 

et Q~ 1 = — 


1 


—2 z —z 


—2t 2 — 2z 2 ' V ~2z t 


J(<p(x,y)) = -Q -P = 


—4 xt — yz —4:yt — xz 
2 (t 2 + z 2 ) ' ^ — 4xz + yt Ayz + xt 


0.2.7 Extremums libres et extremums lies 
Exercice 0.2. 7.1 

Pour chacune des fonctions suivantes etudier la nature du point critique donne 

1. f(x; y) = x 2 — xy + y 2 au point critique (0, 0 ) ; 

2. /(x; y) = x 2 + 2 xy + y 2 + 6 au point critique (0, 0) ; 

3. f(x; y) = x 3 + 2 xy 2 — y 4 + x 2 + 3 xy + y 2 + 10 au point critique (0, 0). 
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Corrige 0.2. 7.1 
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1. (a) Point critiques. On a df = (2x — y)dx + 

(2 y — x)dy = 0 done 

df = °^ { 11-1 = 0 ** ( X,2/ ) = (°’°)' 
(b) Nature du point (0,0). La matrice 
Hessienne est 



Comme le determinant de la matrice 

d 2 f 

Hessienne detTLf = 5 > 0 et „ = 2 > 0. 

ox z 

Le point (0, 0) presente done un minimum 
local. 


2. On a df(x, y) = (2.x + 2 y)dx + (2x + 2 y)dy done 
df(x,y) =0^x + y = 0. 

Les points critiques sont de la forme (a, —a) 
f(x,y) - /(a, -a) = (x + y) 2 - (a - a) 2 = 
(x + y) 2 > 0 d'ou le point (a, —a) presente un 
minimum local. 


3. (a) Point critiques. 

On a df = (3x 2 + 2x + 2y 2 + 3y)dx + (4:xy — 
4 y 3 + 3x + 2 y)dy = 0 doc 
,, _ f 3x 2 + 2x + 2 y 2 + 3y = 0 
\ 4:xy — 4 y 3 + 3x + 2y = 0 
II est claire que (0, 0) est un point critique, 
(b) Nature du point (0,0). 

La matrice Hessienne est 


(6x-\-2 4y + 3 
^47/4-3 — 12y 2 + 4x + 2 


Comme le determinant de la matrice 
Hessienne au point (0, 0) 


detTif = 


2 3 

3 2 


— 5 < 0 le point (0, 0) 


presente done un point selle. 





r~ — - 


16 
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Kxercice 0.2. 7.2 

Determiner les points stationnaires et leurs natures dans les cas suivants 

1 ■ f(x, y ) = 4x 2 + 2 xy + y 2 , 4 . f(x, y, z) = x 2 + 2x + y 2 - 3y + 2 z 2 , 

2. f(x, y) = - x 2 + x-xy + y-y 2 , 

3. f(x, y) = x 2 - 2xy + y - y 2 , 5. f(x, y, z) = x 2 -4 x + xy-y 2 -xz + z 2 . 

Corrige 0.2. 7. 2 

1. Les conditions d’extremum du premier degre f(x, y) = 4x 2 + 2 xy + y 2 sont realises aux points 
solutions du systeme (points stationnaires) 


f = ° ^ / 8 x + 2y==0 

\ fy = 0 1 2 x + 2y = 0 


Done x = 0 et y = 0, seul le point (0, 0) peut etre un extremum, pour f. 

Nature de l’ extremum. 


( f) 2 ( 0 , 0 ) = 8 

On at f" 2 ( 0,0) = 2 

( f£y( 0,0) = 2 

Done, comme 

/" 2 ( 0,0) /" y (0, 0) 
/xj/(0) 0 ) /; 2 (o,o) 


12 > 0 et /" 2 (0,0) = 8 > 0, 


est minimum local en (0,0) et ce minimum est /(0,0) = 0. 

2. Les conditions d’extremum du premier degre f(x, y) = — x 2 + x — xy + y — y 2 sont realises aux 
points solutions du systeme (points stationnaires) 


f f * = 0 ^ S ~ 2x + 1 - y = 0 

1 ./; = 0 \ —x + 1 — 2y = 0 


Done x = - et y = seul le point 

3 y 3 F 3 3 

Nature de l’ extremum. 


peut etre un extremum local pour f . 


On a : 




f'M 

fy »(' 

f» ( 

J xy\ 


- -) 

IT 

3’ 3 ) 


= -2 
= -2 
= -1 


Done, comme 

f 1 1 , 

/en( 3’3 ) - 


-2 -1 

-1 -2 


,1 1 


11, 11 


= 3 > 0 et /(( 2 (-, -) = — 2 < 0, /(-, est maximum local de 


3 : 3 


3 3' 3 3 


5. Les conditions d’extremum du premier degre f(x, y) = x 2 — 2 xy + y — y 2 sont realises aux points 
solutions du systeme (points stationnaires) 


f fx = 0 „ f 2x-2y = 0 

\ fy = 0 1 -2x + l-2y + l = 0 
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Extremums libres et extremums lies 

~i r 


~r r 


Done x = - et y = -, seul le point pent etre un extremum local pour f . 


4 4 

Nature de l’ extremum. 

On a 


3 3 


Done, comme 


2 -2 

-2 -2 


/:4i )=2 

z> =-2 

f" (- -) = -2 
Jx v y 4’ 4 J 

= — 8 < 0, a/ors /(-, -) = - nest pas un extremum et le point 


1 1 

est un point selle pour la surface. /( 0, 1) = 0 < - et /( 1, 0) = 1 > -. 

4 ■ Les conditions d’extremum du premier degre f(x , y , 2 ) = x 2 + 2x + y 2 — 3y + 2 z 2 sont realisees 
aux points solutions du systeme (points stationnaires) 



2x + 2 = 0 
2y - 3 = 0 
42 = 0 


3 3 

Done x = —1, y = — et 2 = 0 seul le point (—1, -,0) P eu t et re un extremum, pour f. 

Nature de l’ extremum. 

/" (- 1 , 1 , 0 ) = 2 


On a < 


/"(- l,|o) = 4 

|, 0 ) = ^ > 0 ) = /" (- 1 , 0 ) = 0 


3 13 

= 16 > 0, alors /(— 1, - , 0) = — — est un minimum pour la fonction f. 


2 0 0 

Done, comme 0 2 0 
0 0 4 
Autre methode 

Application de la formule de Taylor 

On a /(- 1 + fc, | + M) - /(-l, | 0) = ^ [h 2 f) ;2 + fc 2 /" 2 + + 2 hk 2 ff y + 2 hl 2 ff z + 2lk 2 f' z \ . 

3 3 

Done /(— 1 + h, - + k,l) — /(— 1, -,0) = /i 2 + A: 2 + t 2 >, pour tout h, k et l. D’ou le resultat. 

5. Les conditions d’extremum du premier degre de f(x , y, z ) = — x 2 + 2x + 3 y + y 2 — z 2 sont realises 
aux points solutions du systeme (points stationnaires) : 


/'= 0 r -2x + 2 = 0 

fy = 0 O ^ —2?/ + 3 = 0 

/' = 0 I -22 = 0 


3 1 

Done x = 1 , y = - et z = 0 , seul le point (1, - , 0) peut etre un extremum pour f. 
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Nature de l’ extremum. 


Extremums libres et extremums lies 


On a 


/"(— 10) = -2 

/£(-!, |,0) = -2 

/" a (-l, |,°) = - 2 
= f'L = C = o 


Done, comme 
3 


2 

0 

0 


2 0 

0 

-2 

0 

= -8 < 0 , 

0 -2 

0 

0 

-2 



= 4 > 0 et / ;/ 2 ( — 1, — , 0) = — 2 < 0 et aZors 
i 2 


13 


/(— 1, -,0) = — est un maximum pour la fonction f. 

Autre methode 

On peut application de la formule de Taylor, on trouve alors 
3 3 

/(— 1 + h, - + k, l) — /(— 1, 0) = — (h 2 + k 2 + l 2 ) < 0, pour tout h, k et l. 

6. Les conditions d’extremum du premier degre de f(x,y,z ) = x 2 — 4.x + xy — y 2 — xz + z 2 sont 


f x = 0 


2x + y — 4 = 0 


realises aux points solutions du systeme (points stationnaires) < f' = 0 < —2 y + x = 0 


f' z = o 


—x + 2z = 0 


Hone x = 2, y = 1 et z = 1, seul le point (2, 1, 1) peut etre un extremum pour f. 

Nature de l’ extremum. 


f'M 2,1,1) =2 

On a ( /; 2 ( 2,1,1) = -2 

/"(2,1,1)=2 


et 


/x2/(2) 1) 1) = 1 
/x«(2) 1 5 1) = 1 


fyzft, 1 , 1 ) = 0 


Done, comme 


13 


= —5 > 0 alors /( 2, 1,1) = — n’est pas un extrmum pour la fonction f . 


2 1 
1 -2 

Et done le point (2, 1, 1, 14) est un point selle. 

Autre methode 

On peut application de la formule de Taylor, on trouve alors 

/( 2 + h, 1 + 1 + Z) — /( 2, 1, 1) = (Zi + 0.5A: — 0.5Z) 2 — 0.8(— 1.25/c + .25Z) 2 + 0.8Z 2 ) < 0, qui change 

de signe pour tout h, k et l . 


Exercice 0.2. 7. 3 

Trouver les points critiques de la fonction f suivante et determiner si ce sont des minima locaux, des 
maxima locaux ou des points selle. 

f(x, y) = sin(x) + y 2 - 2y + 1. 
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1. Points critiques. 


df = cos{x)dx + (2 y - 2 )dy = 0 <£> j = J ^ {x,y) = {{2k + 1)|, 1), 

7 r 

les points critiques critiques sont done {{2k + 1) — , 1). 

2. Nature des points critiques. La matrice Hessienne est 

— sin(.x) 0 




0 


7T 


Le determinant de la matrice Hessienne au point {{2k + 1) — , 1) est 


detHf = 


— sin(x) 0 
0 2 


((2fc+l)|,l) 


= — 2sin(x) 


vr = 2(— 1) 
((2fc+l)-,l) 


fc +1 


7 r 


Par consequent, si k est impaire impaire, le point {{2k + 1) — , ^ P r esente un minimum local et, si 

7T ” 

k est paire, le point {{2k + 1) — , 1) presente un point selle. 
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Kxercice 0.2.7. 4 

On considere la fonction definie de M 2 dans M par : f(x, y) = (1 + x + xy + y 2 )e x — 2x — 1. 

1. Montrer que le point 0(0, 0) est un point stationnaire de f. La fonction f admet-elle un extremum 
relatif en 0(0, 0) ? 

2. Soit S la surface definie par V equation z = h(x, y) ou h(x, y) = (1 + x + xy + y 2 )e x . 

(a) Donner une equation cartesienne du plan tangent a S au point Mo(0,0, 1). 

(b) Quelle est la position locale de S par par rapport a son plan tangent en Mo(0,0, 1) 

Corrige 0.2. 7. 4 

1. Le point 0(0,0) est un point stationnaire de f si ses coordonnees sont solution du systeme 

df 

— = (2 + x + xy + y 2 )e x - 2 = =0 

Bf 

— = (x2 + y)e x = 0. 

dy 

Le point 0(0, 0) verifie effectivement ce systeme, c 'est done un point stationnaire. 

Pour determiner la nature du point 0(0,0), on cherche les derivees partielles secondes de f en 
ce point. On obtient 


( d 2 f 

= (3 + x + 2y + xy + y 2 )e x = 

aar 

d 2 f 

L = Op x 

8y 2 
d 2 f 

— = ( 1 + I + 2y)<? 


Done la matrice Hessienne de f en 0(0, 0) est 


= 0 
= 0 
= 0. 


H f { 0 , 0 ) = 


3 1 
1 2 


et son determinant est 
3 1 


detHf{ 0,0)= “ ~ =5>0 
d 2 f 

et comme ^-^-(0,0) > 0, il s’agit d'un minimum relatif en 0(0,0). 

(a) S est la surface d’equation cartesienne z — h(x,y ) = 0, done le plan tangent a S au point 
Mq(0, 0, 1) admet I'equation 


( n ) — (0, 0)a: — °)2/ + (^ — !) = 0. 

Done z = 2x + 1. 

(b) La position locale de S par par rapport a son plan tangent II en Mo(0,0, 1) est donne par 
le signe de f(x, y) = h(x, y) — {2x + 1) = 0. 

D 'apres la premiere question f(x, y) > 0, done S est au dessus du plan n pour (x, y, z ) 
proche de Mq(0,0,1) . 
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Exercice 0.2. 775 

Le but de I’exercice est V etude des extremums de la fonction 


I f : R —> R 

\ (x, y) — > x 2 — 2 xy + 2 y 2 + e~ x 

1. Etablir que Vequation e~ x = x d'inconnue i£l, admet une solution et une seule. 

2. Montrer qu ’ il existe (a, b ) £ M 2 unique tel que 


Of 




(a, b) = 0 
(a, b) = 0. 


et etablir que e a = a et b = - 

3. Montrer que f admet un extremum en ( a,b ). Est-ce un minimum ou un maximum ? 


Corrige 0.2. 7. 5 


1. Etudions la fonction g definie sur M par g(x) = e~ x — x. 

On a Mx £ M ; g'{x) = —e~ x — 1 < 0. 

La fonction g est done strictement decroissante sur M. De plus 
lim g(x) = lim e~ x — x = +oo, 

x^+oo rc^+oo 

et lim g(x) = lim x( 1) = — oo, 

x—>—oo x—>—oo xe x 

car lim xe x = 0 _ . 

x — > — OO 

La fonction g est continue et strictement decroissante sur M ; elle realise une bijection de M sur 
K. Or 0 £ M, done Lequation g{x) = 0 a une unique solution dans M. 

Et done Vequation e~ x = xa une unique solution dans M. 

2. On a pour tout (x, y) £ M 2 


= ° 

/ y (DV) = 0 


2x — 2y — e x = 0 
— 2x + 4y = 0 


La deuxieme egalite implique que b = — . En remplagant la premiere equation on obtient e a = a. 

La premiere equation admet une unique solution dans M d 'apres la question precedente. Connais- 
sant la valeur a solution de cette equation, on en deduit b. II existe done un unique point critique. 


3. 


La fonction f etant de classe C 2 sur M 2 comme somme de produits de fonctions de classe C 2 , 
peut appliquer le theoreme de Schwarz. 


on 
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La matrices Hesienne est 


d 2 f _ 

dx 2 “ 2 + e " 

5!Z = 4 

dy 2 

d 2 f d 2 f = _ 2 


<9xch/ ctydx 


= — 2sin(x) 


et son determinant au point (a, b) 

, _ _ 2 + e ~* -2 
detHf . 7r 

((2fc+l)-,l) 

Done /e point critique est un extremum local. 

&J 

dy 


( a ,b) 


= 4 + 2e~ a >0. 


De plus — 2 = 4 > 0, ainsi f admet un minimum local au point (a, b ) et ce minimum est 


f(a , b) = a 2 — 2 ab + 2 b 2 + e a = - a 2 + e a . 


Exercice 0.2. 7. 6 

Soit f la fonction definie sur M 2 \(0, 0) par f(x, y) = xy ln(x 2 + y 2 ). 

1. Determiner les points stationnaires de f . 

2. Donner la nature des points trouves en 1. 


Corrige 0.2. 7. 6 

1. Les points stationnaires de f . 

On cherche les points solutions du systeme 


Of 


= yl n(x 2 + y 2 ) + 
df 


, dy 


(x, y) = x In (ar + y ) + 


2 x 2 y 

x 2 + y 2 
2 xy 2 
x 2 + y 2 


= 0, 
= 0 


1—1 —11 

Ce systeme donne comme solution les points : (0,=pl), ( 1 , 0) , ( . , —/=), et (- 


V2e’ y/2e ' V2e’ V2e 


2. Nature des points trouves en 1. 
Les derivees secondes sont 


d 2 f x _ 2xy(x 2 + 3y 2 ) 
dx 2[X,V) (x 2 + y 2 ) 2 ' 

d 2 f _ 2xy(3x 2 + y 2 ) 

dy 2[X,V) ~ (x 2 + y 2 ) 2 ’ 

d 2 f 1/2 9\ 2.x 4 + y A ) 2 2 

k ^(s,S/)=ln(* +y )+ (a .2 +y 2)2 ’ x 

Le determinant de la matrice Hessienne 7if(x,y) en (x,y) est : 


x 2 + y 2 + 0, 
x 2 + y 2 / 0, 


mharfaoui04@yahoo.fr 


33 


Elenrnents sous droits d’auteur 


Extremums libres et extremums lies 


Dr M.Harfaoui 


detTtf(x , y ) = 


2 xy{x 2 + 3 y 2 
(x 2 + y 2 ) 2 

ln(x 2 + y 2 ) + 


2x 4 + y 4 ) 


1/9 9 \ 2 x 4 + y 4 ) 

ln(x 2 + y ) + 2 ’ 

(x z + y z ) z 

2xy(3x 2 + y 2 ) 


Done 


det7if(x , y) = 


(x 2 + y 2 ) 2 (x 2 + y 2 ) 2 

2xy(x 2 + 3y 2 ) 2xy(3x 2 + y 2 ) / 2 2 \ 2 (x 4 + y 4 )\ 2 


(x 2 + y 


2\2 


(x 2 + y 2 ) 2 


^ ln(x 2 + y 2 ) + 


( x 2 + y 2 ) 2 


Pour les points ( xo,yo ) £ { (0, =Fl) , ( =F 1, 0) } le determinant detTLf(xo,yo ) = —4 < 0, done ces 
points represented des points selles (Sadie point). 

Pour les points ( x±,yi ) E {(— ^=, — ^==), (— —^==)} /e determinant detH.f(x\,y{) = 4 > 0 et 


d 2 f, 


- 7 — t( xi,yi ) = — 2 < 0 , ainsi en ces points f represente un maximum local et ce maximum est 
ox z 

f{xi,yi) = ~y 6 - 


Exercice 0.2. 7. 7 

Soit f : M 2 — > M la fonction definie sur M 2 par f(x, y) = 2x 3 + 6 xy — 3 y 2 + 2. 

1. Determiner les extremums relatifs (locaux) de la fonction f. 

2. La fonction f possede-t-elle des extremum absolus sur M 2 ? 

3. Representer le segment de droite L defini par 

L = {(x, y) E M 2 | —2 < x < 0, y = x + 1}. 

Determiner les extremums absolus de la restriction de f a L et preciser en quels points de L Us 
sont atteints. 


Corrige 0.2. 7. 7 

1. On cherche les points critiques de f(x,y), les solutions du systeme 

d f _ , ..2 n 

dy 



De la deuxieme equation on trouve que y = x. 

On a 6 x 2 + 6 x = 0 x(x + 1) = 0. Alors les points critiques sont : (0,0) et (—1, — 1). 


R(x, y) 


d 2 f 

7T2 = 12x > 
ax z 


T{x,y) 



S(x,y) 


d 2 f 

dydx 


En (0, 0) : R = 0, RT — S 2 = —36 < 0, il n’y a pas d’extremum en (0, 0) e’est un point col. 

En (— 1 , — 1 ) : R = — 12 , RT — S 2 = (— 12 ). (—6) — 36 = 36 > 0, et R et T sont negatifs. II y a un 
maximum local en (— 1 , — 1 ) : /(— 1 , — 1 ) = —2 + 6 — 3 + 2 = 3. 
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2. La fonction f(x, 0) = 2x 3 + 2 tend vers — oo quand x — > — oo, done il ny a pas de minimum 
global. La meme fonction f(x, 0) = 2x 3 + 2 tend vers +oo quand x — > +oo, done il n’y a pas 
de maximum global non plus sur R 2 . 

3. Prenons la restriction de f(x, y) sur la droite y = x + 1 : 

g(x) = f(x,x+ 1) = 2.x 3 +6.x.(x+l) — 3(x+1) 2 +2 = 2x 3 +Qx 2 +Qx— 3x 2 — 6x— 3+2 = 2x 3 +3x 2 —l 
pour —2 < x < 0. Les extremums locaux sur L on cherche parmi les points critiques, c’est-a-dire 
les points ou g\x) = 0 : g\x) = 6x 2 + 6x = 0 a pour solution x = 0 et x = —1. 



Il y a un maximum local en — 1 et un minimum local en 0 avec les valeurs : 0 et — 1. Il faut 
les comparer aux valeurs sur les points du bord de L pour trouver les extremums globaux. Alors, 
g(—2) = —5 et g( 0) est un point de min local avec la valeur —1. On voit que le maximum global 
de valeur 0 est atteint a Vinterieur de L, en point x = — 1 (point (—1,0) du plan), tandis que 
minimum global de valeur —5 est atteint en point x = —2 (point (—2, —1) du plan) 


Exercice 0.2. 7. 8 

Soit f la fonction definie sur R 2 par f(x , y) = ( x 2 + y 2 — 8)(x 2 + y 2 ). 

1. Determiner les points stationnaires de f . 

2. Donner la nature des points trouves en 1. 


Corrige 0.2. 7. 8 

Soit f la fonction definie sur R 2 par 
f{x, y) = (x 2 + y 2 - 8)(x 2 + y 2 ). 


1. Determiner les points stationnaires de f . 

La fonction f est un polynome, done elle est de classe C°°. 

Les points stationnaires de f sont les points (x, y) tels que 
d f d f 

Tr-(x, y) = 4x(x 2 + y 2 - 4) = 0 et ~^~{x, y) = 4 y(x 2 + y 2 - 4) = 0. 
ox ay 

Ces points sont Vorigine 0(0,0) et tous les points du cercle de centre O et de rayon 2 (x 2 + y 2 = 


4J- 


2. Donner la nature des points trouves en 1. 

Les derivees partielles secondes de f sont 
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( j- / ( j~ f () - f 

( x > y ) = 4 ( 3x2 + y 2 - 4 ).’ y ) = 4 ( x2 + 3 ^ 2 ~ 4 ) et y ) = 8xy - 


La matrice Hessienne est donc'Hf(x, y ) = 


et son determinant 


4(3x 2 + y 2 — 4) 8xy 

8xy 4(x 2 + 3 y 2 — 4) 

est detHfix, y) = 16(3x 2 + y 2 — 4).(x 2 + 3 y 2 — 4) — 64 x 2 y 2 . 

Natures des points stationnaires : 

o d 2 f 

(a) Pour le point O, puisque det'Hf( 0, 0) = 16 2 > 0 et (0, 0) — 16 < 0, / admet. un maximum 
en O qui est f( 0,0) = —8 

(b) Pour les points du cercle de centre O et de rayon 2 (x 2 + y 2 = A), puisque detHf(x,y) = 0, 
le theoreme ne s'applique pas. On utilise done le formule de Taylor a I'ordre 2. 

En effet, pour tout point (a, b ) du cercle on a 


1 d 2 f d 2 f d 2 f 

f(a + h,b + k) - f{a,b )) = - ( 7 ^ (a, b)h 2 + 2^-J-(a, 6)/zfe + b)k 2 ) + ( h 2 + k 2 )e(h, k) 

= Q{h, k) + (h 2 + k 2 )e(h, k) 

q 2 1? ^2 j ? ^2 ^ 

Mais a 2 + b 2 =4 done — — 5 - (a, 6) = 8a 2 , ^ — (a, b) = 16 ab et — ^ r(a,b ) = 86 2 et done 

ax 2 axay oy z 

Q(h, k ) = 8 a 2 h 2 + lbabhk + 8 b 2 k 2 = 8 (ah + bk) 2 > 0 

Ce qui prouve que f admet un minimum en tout point du cercle. 


Exercice 0.2. 7. 9 

Soit la fonction f : M 2 — > M definie par : f(x, y) = x 4 + y 4 — 2(x — y) 2 . 

1. Determiner les points critiques de f A\ et A 2 . 

2. Montrer que I’origine est un point selle. 

3. Montrer que les points A\ et A 2 sont des minima locaux. Sont-ils les seuls ? 

4- En utilisant I’inegalite (x — y) 2 < 2(x 2 + y 2 ), etablir que A\ et A 2 sont des minima globaux. 
Sont-ils les seuls ? 

5. La fonction f admet-elle un maximum local ? un maximum global ? 

6. Etudier les extremums de f sur le disque ferme D de centre 0(0,0) et de rayon 1. 

Corrige 0.2. 7. 9 

1. Les points critiques sont donnes par le systemes 

d f 

— = 4(x 3 — x + y) = 0 

g? 

— = 4 (y 3 + x - y) = 0 
dy 

La somme des deux lignes montre que y 3 = — x 3 , ce qui revient a dire que y = — x puisqu'on 
travaille avec des nombres reels. On substitue alors — x a y dans I’une des deux equations du 
systeme et on obtient au final trois points critiques O, A\(\/2, — \/2) et A\{— \/2, \/2). 

2. Le calcul des derivees a I'ordre deux donne 
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d 2 f 


dxdy 

< 9 / = 

dy 



- 4(3x 2 
= 4 
4(3 y 3 - 


- 1 ) 

1 ) 


3. Au point O (voir figure A. 20 a gauche) : pr — q 2 = 0, done on ne peut rien dire a priori. 
Cependant, on remarque que /(0,0) = 0, or f n’est pas de signe constant au voisinage de 
I’origine. En effet f{x, x) = 2x 4 > 0, alors que f(x, —x) = 2x 2 (x 2 — 4) < 0 pour x voisin de 0. 
Ceci montre que O est un point selle pour f . 

4 ■ Au point A\ : pr — q 2 = 384 > 0 avec p = 20 > 0, done minimum local. Au point A -2 : 
pr — q 2 = 384 > 0 avec p = 20 > 0, done minimum local. Ce sont bien entendu les seuls minima 
locaux puisqu’un minimum local correspond necessairement ? un point critique de f. 

5. On verifie sans probleme l ' inegalite proposee, d 'ou, l 'on d ?duit que pour tout point (x, y) du plan : 


fix, y)>x 4 + y 4 - 4(x 2 + y 2 ) = {x 2 - 2) 2 + (y 2 - 2) 2 - 8 > -8. 


Or f{V 2,-V2) = i-V2,V2) = -8, ce qui prouve que A\ et A 2 correspondent a des minima 
globaux pour f . Par la question 3), ce sont bien sur les seuls puisque sur un ouvert (ici M 2 J un 
minimum global est a fortiori minimum local. 

6. L’etude des points critiques montre que f n’admet ni maximum local ni maximum global. 

7. La fonction f est continue sur le compact D, elle y atteint ses extremums. On remarque que 
le point critique 0(0, 0) est un point selle et que les autres points critiques qui realisent des 
minimas n’appartiennent pas au disque, done les extremums sont atteints sur le cercle (bord du 
disque) centre 0(0,0) et de rayon 1. 

Sur le cercle la fonction f devient 


g(6) = /(cos(0),sin(0)) = (cos(0)) 4 + (sin(#)) 4 — 2(cos(0) — sin(0)) 2 
qu 'on etudie comme fonction d 'une seule variable. 


Exercice 0.2.7.10 

Soit dans M 2 la courbe d : 'equation 5x 2 — 4xy + 2y 2 = 30. Trouver ses points les plus proches et les plus 
eloignes de I’origine. 

Corrige 0.2.7.10 

Ceci revient a trouver les extremums de f(x,y) = x 2 +y 2 (carre de la distance d’un point M(x,y ) 
a I’origine) sous la contrainte bx 2 — 4 xy + 2 y 2 = 30. 

On cherche les extremums d’une fonction continue sur une ellipse du plan, e’est-a-dire un compact. 

On est done certain que maximum et minimum sont atteints. Pour les determiner, on utilise la methode 
de Lagrange. 

Notons g(x, y) = 5x 2 — 4 xy + 2 y 2 — 30 la contrainte. Le lagrangien du probleme s ’ecrit done 

L(x, y, A) = f(x, y) + A g(x, y) = {x 2 + y 2 ) + A.(5x 2 - 4 xy + 2 y 2 - 30). 

Ses derivees partielles sont 
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dL 

— — = 2x + A(10x — 4 y) = 0 

Si 

— = 2y + X(-4x + Ay) = 0 
dy 
dL 

— — = 5x 2 — 4 xy + 2 y 2 — 30 = 0 
o A 

L ’elimination de A entre les deux premieres equations donne la nouvelle equation : 

2x 2 + 3xy.2y 2 = 0 (+) 

laquelle, combinee avec la troisieme equation, permet d ’ obtenir y en fonction de x : 

7 30 

y = 7x 

x 

. On substitue dans (+) pour obtenir I’equation bicarree : 

x 4 - 10x 2 + 24 = 0, 

ce qui se resout sans probleme via le changement d’inconnue X = x 2 . Au final, on obtient quatre 
couples (x, y) de valeurs critiques pour le lagrangien 


Ai{V 6, 2a/6), A 2 (- a/6, -2>/6), A 3 (2, -1), A 4 (-2, 1). 

II suffit alors de calculer la valeur de f en ces points pour en deduire leur nature : /(\/6, 2\/6) = 
/(—• v/ 6, — 2\/6) = 30 et /( 2,-1) = /(— 2, 1) = 5. Done A\ et A2 sont les points de V ellipse les plus 
loin de I’origine, alors que A3 et A4 en sont les plus proches, comme illustre figure. 


Exercice 0.2.7.11 

Calculer le maximum et le minimum de la fonction f sous la (les) contrainte(s) indiquee(s) : 

1. f(x, y) = xy sous la contrainte g(x, y) = x + y — 6 = 0, 

2. f(x, y) = xy sous la contrainte g(x, y) = x + y — 6 = 0, 

3. f(x, y, z ) = 2x 2 — 3 xy + y — 3z + 2 yz sous les contraintes 

( g(x, y, z) = 3x — 2y + 2z — 4 = 0 
\ h(x, y, z) = x + z — 1 = 0 


Corrige 0.2.7.11 

1- f(x, y) = xy, et g(x, y) = x + y - 6 = 0 
Soit L(x, y, A) = f(x, y) + A g(x, y) 

Les conditions d’ extremum du premier degre de L{x, y, A) = xy + A(x + y — 6) sont realises aux 
points solutions du systeme (points stationnaires) 

( L' x (x, y, A) = 0 ( f x + Xg' x = 0 

< Ly{x, y,X) = 0 ^ < f y + Xg' y = 0 
{ L' x (x,y,A) = 0 [ g\x,y) = 6 
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r 

<^> < 


y + A = o 

x + A = 0 


x + y = 6 


Done x = 3, y = 3 et A = —3, seul le point (3, 3) pent etre un extremum pour f . 


L" 2 {x,y, A) 

L" y (x, y, X) 

L y\( X iy, X ) 


0 

1 

1 

Vt 

~LyJx,y, A) 

^xy^Xi Hi A) 

= 

1 

0 

1 


L y\( X ’V, X ) 

L' X 2 {x,y, A) 


1 

1 

0 


Done f admet un maximum au point (3, 3) et ce maximum est /( 3, 3) = 9. 
2. f(x, y , z) = x 2 — 2 xy + y 2 + 5 z 2 , et g(x, y) = x + y + 2z — 10 = 0 


Soit L(x, y, z, A) = f(x, y, z) + A g(x, y, z) 

Les conditions d'extremum du premier degre de L(x,y, z, X) = x 2 —2xy+y 2 +5z 2 +X(x+y+2z—10) 
sont realises aux points solutions du systeme (points stationnaires) 


L' x (x,y,z, A) = 0 


f'x + A 9x ~ 0 


L' y (x,y,z,X) = 0 
L' z (x,y,z, A) = 0 
„ L' x (x,y,z,\) = 0 




fy + A Sy ~ 0 
fz + \ d’z = 0 

g(x,y,z ) = 10 


{ 2x — 2y + A = 0 
—2x + 2y + A = 0 
10 z + 2A = Ox + y + 2z = 10 

Hone x = 5, y = 5z = 0et\ = —3, seul le point (5,5,0) peut etre un extremum pour f. On 
applique la formule de Taylor 

/( 5 + h, 5 + k, l) — /(5, 5, l) = (5 + /i) 2 — 2(5 + /z)(5 + k ) + (5 + A’) 2 + 5/ 2 = (h — k ) 2 + / 2 > 0, 
ponr tout h,k et l. Done /( 5, 5, 0) est un minimum pour f . 

3. f(x, y, z) = 2x 2 — 3 xy + y — 3z + 2 yz et 
( g(x, y, z) = 3x — 2y + 2z — 4 = 0 
\ /i(x, y, z) = x + z — 1 = 0 

On az=l — xety = - (3x — 4 + 2 — 2x) ; on remplace dans f et on obtient une fonction d'une 
seule variable qu ’ on optimise. 


Exercice 0.2.7.12 

Utiliser la methode des multiplicateurs de LAGRANGE pour calculer le maximum et le minimum 
la fonction f sous la (les) contrainte(s) indiquee(s) 

1. f(x,y) = x 2 + y 2 sous la contrainte xy = 1. 

2. f(x, y) = 3 x + y sous la contrainte x 2 + y 2 = 10. 

3. f(x,y ) = e xy sous la contrainte x 3 + y A = 16. 

4- f{x, y,z) = 2x + 2y + z sous la contrainte x 2 + y 2 + z 2 = 9. 

5. f(x, y, z) = 3x — y — 3z sous les contraintes x + y — z = 0 et x 2 + 2 z 2 = 1. 

Corrige 0.2.7.12 

On utilise la methode de Lagrange 
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1. f(x,y) = x 2 + y 2 sous la contrainte xy = 1. 

La fonction de Lagrange est f(x, y ) = x 2 + y 2 + X .(xy — 1). 
ou A (multiplicateur de LAGRANGE) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum 
il faut que le gradient de L, soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, A) des points 
critiques tels que 



( dL \ 

-x-{x,y,X) 


)L 


a (x,y,X) 
ay 

ol 

V 5A (x ’ y ’ A) / 


2x + y A 
2 y + xX 
xy - 1 


°\ 

0 4^ (x, y, A) e {(1, 1, -2), (-1, -1, -2)}. 


La matrice Hessienne de L est Hf(x,y, A) 


2 A y\ 

A 2 x I , dont le determinant est 
y x 0 / 


detHf(x, y, A) 


2 A 
A 2 
y x 



x 

0 


A x 

y o 


+ y 


2 

x 


2(-x 2 ) - A (-xy) + y(- X.x - 2 y). 


Le determinant de cette matrice aux points critiques est detHf(l, 1, —2) = detHf{— 1, —1, —2) = 
—4 < 0 et done on conclut que f admet un minimum aux points (1,1) et (—1,-1,) sous la 
contrainte xy — 1 et ce minimum est /( 1, 1) = /(— 1, —1) = 2. 

2. f(x, y) = 3x + y sous la contrainte x 2 + y 2 = 10. 

La fonction de Lagrange est f(x, y) = 3x + y + X(x 2 + y 2 — 10). 

oil X (multiplicateur de LAGRANGE) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum 
il faut que le gradient de L, soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x,y, A) des points 
critiques tels que 



( ^r-(x,y, A) \ 

Si 

dj ( x ' v ' A) 

dL i u 

V dX^ X ^ 


3 + 2xX 
1 + 2yX 
x 2 + y 2 — 10 


°\ 

0 &(x,y, A) G {(3, 1,1/2), (-3,-1, -1/2)}. 


/ 2A 0 2x \ 

La matrice Hessienne de L est Hf(x, y, A) = 0 2A 2 y \, dont le determinant est detHf(x, y, A) 

\ 2;c 23/ 0 / 

-8 (y 4 + x 2 X ). 

Le determinant de cette matrice aux points critiques est detHf( 1, 1, —2) = detHf{— 1, —1, —2) = 

—4 < 0 et done on conclut que f admet un minimum aux points (1,1) et (-1,-1,) sous la 
contrainte xy — 1 et ce minimum est /( 1, 1) = /(— 1, —1) = 2. 

3. f(x,y) = e xy sous la contrainte x 3 + y 3 = 16. 

La fonction de Lagrange est f(x, y) = e xy + X(x 3 + y 3 — 16). 

ou X (multiplicateur de LAGRANGE) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum 
il faut que le gradient de L, soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x, y, A) des points 
critiques tels que 
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f dL ( \\\ 

— (x,y, A) 


V = 


s ( i ’ 9 ’ a) 

dL 

V / 


ye X2/ + 3x 2 A 
= | xe xy + 3y 2 A | = 
x 3 + y 3 — 16 



^ 0 ,y) = ( 2 , 2 , ~~e)- 
6 


La matrice Hessienne de L est Hf(x,y,X) = 


y 2 e xy + 6xA xye 


xye' 

3x 2 


xy 


xy 3x 2 

x 2 e xy + 6yX 3 y 2 
3 y 2 0 


determinant est detHf( 2,2, = 


2e 4 

2e 4 

2e 4 

2e 4 

12 

12 


12 

12 


= 0 . 


dont le 


on ne pent pas conclure sur la nature du point critique. 

On utilise don la methode de substitution. On a, pourx 3 + y 3 = 16, f(x,y) = e xy = e x -^ 16 ~ x3 = 
h(x). 

2.\/l6 -x 3 .(x 3 - 8) 


La derivee premiere de h est h!x) = — - 


et la derivee seconde de h est 


(16 — a; 3 ) 


2/3 


h"x) = 


2.^16 -x 3 .(x 5 - 32x 2 - 32x 3 v / 16-x 3 + 128^16 - x 3 + 2x 6 ^16 - x 3 ) 

(16 — x 3 ) 5/3 


On a h'x) = 0 x = 2 et h"{ 2) < 0. 

La fonction admet done un maximum local au point (2,2) et ce maximum est /( 2,2) = e 4 . 
Cependant, on analysant les courbes de niveau, on voit qu’il s’agit d’un maximum. 

4- f(x, y, z ) = 2x + 2y + z sous la contrainte x 2 + y 2 + z 2 = 9. 

5. f(x, y,z) = 3x — y — 3z sous les contraintes x + y — z = 0 et x 2 + 2 z 2 = 1. 


Exercice 0.2.7.13 

Soit f : B — > M definie par f(x, y) = \J x 2 + y 2 + y 2 — 1 ou 

B = {(x, y) £ M 2 : x 2 + y 2 < 9}. 

1. Montrer que f na pas de points critiques (stationnaires) dans I’ouvert 

U = {(x, y) G M 2 : 0 < x 2 + y 2 < 9}. 

2. Etablir que Vorigine 0(0,0) est un minimum global. 

3. Etablir les variations de f sur le cercle C = {(x,y) E M 2 : x 2 + y 2 = 9}. 


Corrige 0.2.7.13 


1. Pour (x,y) E U, df(x,y) = ( 

(0,0) iu 


x 


\/x 2 + y 2 


)dx + ( 


■sjx 2 + y 2 


+ 2y)dy = 0 <£> (x,y) = (0,0), et 
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Montrer que f na pas de points critiques (stationnaires) dans I’ouvert 

U = {(x, y) E R 2 : 0 < x 2 + y 2 < 9}. 

Le point stationnaire trouve est (0, 0) et ce point nappartient pas a U . 

2. Etablir que Vorigine (0,0) est un minimum global. 

On a /( 0, 0) = — 1 et f(x, y) — /( 0, 0) = yj x 2 + y 2 + y 2 > 0 pour tout ( x , y) de Df = R 2 . 

Done f admet un minimum global au point (0,0) et ce minimum est /( 0,0) = —1. 

3. Etudier les variations de f sur le cercle C = {(x,y) E R 2 : x 2 + y 2 = 9}. 

Sur le cercle x 2 + y 2 = 9 on passe aux coordonne.es polaires 

f(x, y) = /(3cos(t), 3sin(i)) = 3 + 9. sin 2 (t) — 1 = 2 + 9. sin 2 (t) = g(t). 

7 r 

Conditions necessaires. On a g'(t ) = 2. sin(t). cos (t) = 0 to = kx ou t\ = — + k. ir. 

7 r 

Si Vextremum existe il est atteint aux points to = kir ti = — + k. n. 

Conditions suffisantes. On a g"(t ) = cos 2 (i) — sin 2 (t). 

Pour les points to = kx : g"{kx ) = cos 2 (A;7t) — sin 2 (A;7r) = 1 > 0, alors g admet un minimum en 
ces points et done f admet un minimum en (xo,yo) = (cos (to) i sin(io)) et ce minimum est 

f(xo,yo) = /(cos(t 0 ),sin(t 0 )) = g(kx) = 2. 

les points t\ = — + k.n : g (t i) = — + A:.7r = cos (£i) = — + &;.7r — sin (ti) = — + 
A:.7r = — 1 > 0, alors g admet un maximum en ces points et done f admet un maximum en 
(xi,yi) = (cos(ti), sin(ti)) = 2 et ce maximum est 



Exercice 0.2.7.14 

Soit f la fonction definie par f(x, y) = x 4 + y 4 — 2(x — y ) 2 . 

1. Determiner les points stationnaires de f et leurs natures. 

2. Soit D le domaine de R 2 defini par D = {(x,y) E R 2 : x 2 + y 2 < 4}. Determiner les extremums 
de f sur le domaine D. 
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1. Determiner les points stationnaires de f et leurs natures. 
Les points sont donnes par le systeme 


d f / \ n 

— (x,y) = 0 


— (x,y) = 0 
dy 

La nature des points stationnaires. 

Les derivees partielles secondes de f sont 

^(x,y) = 4(3x 2 - 1), (s,y) = 4(3y 2 - 1) et = -4. 

4(3x 2 - 1) -4 

-4 4(3y 2 - 1) 


et son determinant est 


La matrice Hessienne est done 7if(x,y) = 
detHf(x,y ) = 16(3.x 2 — l).(3y 2 — 1) — 16. 

- * Pour le point (0, 0) , le determinant est det7if( 0, 0) = 16 — 16 = 0, on ne peut pas conclure. 
Mais f(x, x ) = 2x 4 > 0 et f(x, —x) = 2x 4 — 2x 2 < 0 done f n’a pas d’extremum en (0, 0). 

- * Pour le point =p(\/2, — \/2), le determinant est 

detH f ( =f (\/2, ~V2)) = 16.2 > 0, 

Q 2 f 

comme -F ~ V^)) = 8 > 0 / admet un minimum local en ( (V2, — \/2)) et ce 

minimum est 


f =f (\/2, -V2) = 4 + 4 - 16 = -8. 

2. Soit D le domaine de R 2 defini par 

D = {(x, y) G R 2 : x 2 + y 2 < 4}. 

Determiner les extremums de f sur le domaine D. 

La fonction f est continue sur le compact D (c’est un ferme borne de R 2 j et done y admet un 
minimum et un maximum. 

II reste a etudier les valeurs prises par f sur le bord de D. En passant aux coordonnees polaires 
on obtient 


g(t) = /(2cos(t), 2sin(t)) = — 8 sin 2 (2t) + 8 sin(2i) + 8. 

Etudions des variations de la fonction g. 

On a 

7T nTT IT iTT 

g'(t) = 16 (l — 2sin(2i)) cos(2i) = 0 44 t E , — + kir, — + krr}. 

Natures de ces points 

g"{t) = — 32(sin(2i) + 2cos(4t)). 


mharfaoui04@yahoo.fr 


43 


Elenrnents sous droits d’auteur 


Dr M.Harfaoui 


Extremums libres et extremums lies 

7T k/TT 7T 

* g"{— — + — ) = 32 > 0 pour k impair et g"{— — + kn) = 96 > 0 pour k pair, g admet done 

n . . ... 7r kn. ... 

un minimum aux points — — + kx et ce minimum est :g (— — + — ) = 8 pour k impair et 

... 7 r kx 

g — + — ) = —8 pour k pair. 

* g"^12 = — ^ < 0 et g"( — + kir) = —48 < 0 , g admet done un maximum aux points 

71" 577 , 57T 

— + K7T et — + kx ce maximum est g( — + kir) = 10. 

Done g admet un minimum aux points to et ce minimum est g(to) = 8 et un maximum aux points 
ti et t2 et ce minimum est g(t\) = 10. 

\/2 y/2 

Ainsi la fonction f admet sous la contrainte donnee un minimum un local au points 
-y/2 V2 

et ( — - — , — — ) suivant que k est pair ou impair et ces minimums valent —8 et 8. et elle admet un 

maximum aux points (cos(— + fc7r),sin(— + kir)) et (cos(— + &7r),sin(— + kir)) et ce maximum 

± z ±z 1 z 

vaut 10. 


Exercice 0.2.7.15 

Soit f la fonction donnee par f(x,y) = xln(x) + yln(y) + (3 — x — y) ln(3 — x — y). 

1. Donner Dple domaine de definition de f. 

2. Demontrer que f est de classe C 1 2 sur Df et expliciter les derivees partielles de f d’ordre 1 et 
d'ordre 2 en tout point (x,y) de Df . 

3. Determiner les points critiques de f et etudier les extremums relatifs eventuels de f. 

. n . , . ✓ f q(x, y, z) = xln(x) + yln(y) + zln z 

4. boient les applications t et h donnees par < , ' . ' 

\ h{x, y, z) = x + y + z - 3. 

Etudier les extremums relatifs lie de g par la contrainte h(x, y, z) = 0 ? 


Corrige 0.2.7.15 

Soit f la fonction donnee par f(x, y ) = xln(x) + yln(y) + (3 — x — y) ln(3 — x — y). 



1. Le domaine de definition de f est le triangle 

D = {( 2 , y) £ R 2 : x > 0, y > 0, x + y < 3} . 
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2. f est de classe C 2 sur Df. 

L 'application f est definie en tout point de D puisqu’alors les arguments des fonctions loga- 
rithmes qui interviennent dans la definition de f sont strictement positifs. En tout point oil son 
argument est strictement positif, la fonction logarithme est de classe C 2 . Les fonctions polyno- 
mials sont aussi de classe C 2 . Done V application f, composee d’ applications de classe C 2 sur 
D, est elle-meme de classe C 2 sur D . Done f est de classe C 2 sur Df. 

Les derivees partielles de f sur Df. 


' d f 

— (x, y) = 1 + ln(x) — (1 + ln(3 — x — y)) = ln(x) — ln(3 — x — y) 

Sf 

— (x, y) = 1 + ln(y) - 1 + ln(3 - x - y)) = ln(y) - ln(3 - x - y) 

oy 




9 2 f , , 1 , 1 

Tr^{x,y) = - + 

ox- x 3 — x — y 

d 2 f d 2 f 

-(x,y) = —^(x,y) = 


dxdy 

d 2 f, 


g y 2^y) = Z + 


1 

y 


dydx 


1 


3 — x — y 


= 3 ~ y 
x(3 — x — y) 

1 

3 -x-y 
3 — x 

2/(3 -x-y) 


3. Les points critiques de f sont donnes par le systeme 
d f 

— (x, y) = 1 + ln(x) — (1 + ln(3 — x — y)) = ln(x) — ln(3 — x — y) = 0 


— (x, y) = 1 + ln(y) - 1 + ln(3 - x - y)) = In (y) - ln(3 - x - y) = 0 

oy 

systeme 

x = 3 — x — y = 
y=3-x-y 
Nature du point (1,1). 


Ceci est equivalent au 


dont la solution est (1, 1). Le point critique est done (1, 1). 

3-2/ 


Le determinant de la matrice Hessienne est detHf(x,y ) = 


1 


x(3 — x — y) 3 — x — y 
1 3 — x 


done detHf(l, 1) = 
point (1, 1). 


2 1 
1 2 


d 2 f, 


3- x-y y{3- x-y) 


= 3 > 0 et — g (1, 1) = 2 > 0 et done f admet un minimum relatif au 


4 ■ Soient, les applications f et h donnees par 
( g(x,y,z) = xln(x) + yln(y) + z\nz 
\ h(x, y, z) = x + y + z - 3. 

Etudier les extremums relatifs lie de g par la contrainte h(x, y, z) = 0 ? 

La contrainte h(x,y,z) = 0 impose que le point ( x,y,z ) de R 3 est dans le plan d'equation 
x + y + z = 3. Dans ce plan, z = 3 — x — y, et la valeur de g au point (x, y, z) est f(x, y) = 
xln(x)+yln(y) + (3 — x—y)ln(3—x—y). Done g est minimum au point d'abscissel et d'ordonnee 
1 . En ce point, z vaut 1 et g est nul. 
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0.3 


Integrates multiples 


0.3.1 Calcul du Jacobien 
Exercice 0.3. 1.1 

Calculer les Jacobiens des fonctions suivantes 

3. f(u,v) = (ucos(v),usin(v)) 

4- x = u 2 v, y = uv 2 , u > 0, v > 0 


1- f(x, y) = ( x 2 + yx 2 + y, x - y 2 ) 

ji 


2. f(x, y) = (- 


y- 


1 


,x-y) 


Corrige 0.3. 1.1 

Calcul des Jacobiens des fonctions suivantes 

1. On pose f(x,y ) = y), h( x , y)) = ( x 2 + yx 2 + y, x — y 2 ). Alors la matrice Jacobienne est 

donnee par 


Jf(x, y) = : — ) . . = 

/v ’ y dxj h ’J 


/ dfi dh 

dx dy 

dh dh 

V dx dy 


2 x + y x 2 + 1 


1 


-2 y 


Le Jacobien est 


detJf(x , y) = 


2x + y x 2 + 1 
1 -2 y 


= —4 xy — 2 y 2 — x 2 — 1. 


x 

V + i : 

De la meme fagon on a 


f(x,y ) = ( 2 , , ,x- y). 


detJf(x, y) = 


2x 


—4 xy 


y 2 + 1 (y 2 + 1)2 

1 -1 


2x 


—4 xy 


y 2 + 1 (y 2 + l) 2 ’ 

3. Pour la foctoin f(u,v) = (x,y) = (ucos(v), usin(v)) la matrice Jacobienne est donnee par 


Jf{u,v ) = 



cos(v) —u sin(u) 
sin(u) ucos(v ) 


Le Jacobien est 


detJf(u, v ) = 


cos(t;) — usin(v) 
sin(v) ucos(v) 


= u. 
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Integrates multiples 

u 2 v, et y = uv 2 , u > 0, v > 0 la matrice Jacobienne est donnee par 


Le Jacobien est 


Jf(u,v) 


/ dx 

dx 

du 

dv 

oy_ 

dy 

V du 

dv 


2 uv u 2 ) 
v 2 2 uv 


detJf(u , v) 


2 uv u 2 
v 2 2 uv 


3 u 2 v 2 . 


Exercice 0.3. 1.2 


Exercice 0.3. 1.3 

Calculer les Jacobiens des fonctions suivantes 

1. f(u,v,w) = (x, y, z) = (2u - l,3v - 

4, ^(w-4)) 

2. f(x,y,z) = (x 2 + yx 2 - z, x-y 2 ,x 2 +y 2 + 

Corrige 0.3. 1.2 

Calcul des Jacobiens des fonctions suivantes 

1 

1. On pose f(u , v, w) = (2 u — 1, 3v — 4, -(w — 4)). Alors la matrice Jacobienne est donnee par 


xyz) 

3- f(r,0,ip) = (x,y,z) = (r cos(0), r sin(6), ip), 
4 ■ f(u,v,w) = (u cos(v ) , u sin('y) , w) ; 


Jf(u, v , w) = 


du 

dv 

Q w 


( 2 

0 

° \ 

dy_ 

dy 

dy 

— 

0 

3 

° 

du 

dv 

dw 


1° 

0 

1 

oz 

Oz 

Oz 


2 / 


V du dv dw ) 


Le Jacobien est 


detJf(u, v, vj) = 


2 0 0 
0 3 0 
1 

0 0 - 


= 2.3.- =3 


2. f(x, y, z) = ( x + yx 2 — z, x — y 2 , x 2 + y 2 + xyz). De la meme fagon on a 
/ 1 + 2 yx x 2 —1 
Jf(x,y,z) = I 1 -2 y 0 

\ 2 x + yz 2 y + xz xy 


detJf(x, y, z) = 


1 + 2 yx —2 y 2 y + xz 
x 2 3 0 

— 1 0 xy 


= —yx 3 — x 2 y 3 — 2 xy 2 — 4 xy — xz — 2 y 2 z — 2 y. 
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3. Pour la fonction f(r,0,p) = ( x,y,z ) = (r cos(0) cos(y>), r sin(0) cos(<^), r sin(<^)). la matrice Ja- 
cobienne est donnee par 


Jf(u, v , w) = 


Le Jacobien est 


dx 

dx 

dx 

\ 

dr 

dO 

dtp 


dy 

dy 

dy 


dr 

do 

dip 


dz 

dz 

dz 


dr 

do 

dp 

/ 


cos(9 ) cos(</?) — r sin(0) cos(y?) — r cos (9) sin(<£>) 

sin(0) cos(</?) r cos(0) cos(v?) — r sin(0) sin(y?) 

sin(<^) 0 rcos(p ) 


cos(9) cos (ip) —r sin(0) cos(</?) — r cos(0) sin(<^) 

detJf(u,v,w) = sin(0) cos(<^) r cos(9) cos(<^) — rsin(0) sin(<^) = r 2 cos(p. 

sin(yj) 0 rcos(p) 

4 ■ Pour la fonction f(u,v,w ) = ( x,y,z ) = (ucos(v), usin(v), w) la matrice Jacobienne est donnee 
par 


Jf(u, v , w) 


/ 

dx 

dx 

dx 

\ 

du 

du 

dw 



dy_ 

dy dy 




du 

dvf dw 

dz 


V 

dz 

dz 


du 

dv 

div 

/ 


Le Jacobien est 


cos(u) 

sin('u) 

0 


—u sin('u) 
itcos(u) 


0 



detJf(u , v, w) = 


cos(u) — ttsin('y) 0 
sin(u) ucos(v) 0 

0 0 1 


= u. 


Exercice 0.3.1. 4 

On note U =]0; +oo[ 2 et <p : (x, y) — > ( x 3 y 2 , — 

x z y 

Montrer que f est un C 1 -diffeomorphisme de U sur U. 

Corrige 0.3. 1.3 1. U =]0;+oo[ 2 est un ouvert de M 2 et, d'apres les theoremes generaux, cf est de 

classe C 1 sur U . 

2. Montrons que 4> est une bijection de U sur U et explicitons 0 -1 . 

II est d’abord clair que : \/(x,y) £ U, cj)(x,y) £ U. Soit (u,v) £ U. On a, pour tout (x,y) £ U : 


4>(x,y) = (u,v) 4P (u,v) 


1 


( x y , — ) 4^ 
x z y 


f x 3 y 2 = u | 

f x 3 y 2 = u { 

1 

2 1 < 


\ x z y= - 

\ x z y 1 

< V ' 


1 

x = — ;r 
uv z 

2 S 

y = uv 


Ainsi, 4> est bijective et (f> 1 (x,y) = ( — ~,x 2 y 3 ). 

xy z 

0 _1 est done de classe C 1 sur U . On conclut que f est un C 1 -diffeomorphisme de U sur U . 
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Integrates doubles 


Exercice 0.3.2. 1 

Representer les domaines d’integration et calculer les integrates doubles suivantes 


1. h= [ / (4 - y 2 )dxdy. 

Jo Jo 

n o 

( X 2 y - 2 xy)dxdy. 

-2 


/*7r 

3. I 3 = I / (sin(x) + cos (y))dxdy. 
Jo Jn 

4 - h = J j (x + y + l)dxdy. 


Corrige 0.3.2. 1 


1. Calcul de I± 



(4 — y 2 )dxdy. 


0 Jo 


h = 


h = 


[ [ ( 4 - y 2 )dxdy = I 
1 0 Jo „ Jo 

16 


3 '. 


dx 


— dx = 16, ou encore 
3 J 0 ^ 

/ / (4 — 2/ 2 )drcdr/ 

^ do 


(4 - y 2 ) 


9 i0 

^ r i S 

2 \ 1 ^ 
'* ' X 

L Jo 


(4 - y 1 ) 


> 0 


dx 


dy 


= 3 


/ (4 - y 2 )dy = 3. [ (4 - y 2 )dy 
J 0 „ J 0 

■y 3 ] 2 16 

3. Ay — — = 3.— = 16. 

. 3 Jo 3 



Fig. 1 Domaine d’integration de I\ 


3 /-O 


2. Calcul de I 2 = 



(x 2 y — 2 xy)dxdy. 


0 J - 2 
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h 


h 


3 r 0 


(. x 2 y — 2 xy)dxdy 


1 0 J - 2 
r 3 r rO 


10 L J - 2 
^ r y 2 x 2 


f 

Jo 


10 


( x 2 y - 2 xy)dy 
o 


L 2 


-y - xy 


(4x — 2 x 2 )dx = 


J -2 

2 2X 3 13 

2x 2 - — 

3 J o 


dx 

dx 

= 0, ou enc 



io J - 2 
r>0 r z-3 


(x 2 ?/ — 2 xy)dxdy 

) 

i 

(x 2 y — 2 xy)dx dy 


f0 r 


1-2 


L3 


J —2 

3 2 

x y — x y 


dy = j 
J o .y _ 2 l 


9y - 9y 


dy = 0. 



Fig. 2 - Domaine d’integration de /2 


r*27T /*7T 


3. Calcul de 1$ = 


(sin(x) + cos (y))dxdy. 


PIT /* 27 T 


h = 


(sin(x) + cos (y))dxdy 


70 Jit 

r 7T r rZ7T 


(sin(x) + cos (y))dy 


P7\ 

Jq 


dx 


y sin(x) + sin(y) 


2-n- 


dx 


2ir. sin(x) — 7T. sin(x) 


dx 


— 7 T. COs(x) 

/*7r r2i r 


J 0 


= 2.7 r, ou encore 


h = 


%t 


f if 

Jit n l J 0 

f‘2'1 r 


(sin(x) + cos {y))dxdy 

T , 

(sin(x) + cos (y))dx dy 
dy 


— cos(x) + xcos (y) 

p2tt 

(it. cos(x) + 2 )dx 


J o 


7r. sin(y) + 2y 


i 2?r 


= 2.7T. 


•- 

(O.ti) 

(71,271) 

5- 


(71,71) 

2 

1- 

(0,71) 


-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 

-2 

-3 

-4 

12 3 

4 5 6 7 8 9 10 ' a: 


Fig. 3 - Domaine d’integration de -Z3 


/•' / ,0 

Calcul de In = / / (x + y + l)dxdy. 
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ou D 2 =: 0 < x < 1 , \[x < y < 1 . 


Exercice 0.3. 2. 2 

Representer les domaines d'integration et calculer les integrates doubles suivantes 

1. h = JJ { xsin(y))dxdy , 

oil D\ : 0 < x < it, 0 < y < x. 

2. I 2 = [[ 3 y 3 e xy dxdy, 

J J d 4 


Corrige 0.3. 2. 2 


3. h = 


xe 


% 


-dxdy, 


iD 3 ^-y 
ou Z ?3 : 0 < x < 2, 0 < y < 4 — x 2 . 


1. Calcul de 1 5 = j j (xsin (y))dxdy, ou D\ : 0 < x < ir, 0 < y < x. 


h = 


x sin(y)dxdy 
dx 

X 

— xcos (y) 


J 0 


r C x 

- 

/ 

xsin (y)dy 

0 



dx 


J 0 


[x — X cos 


(x))da 


r x 2 


— — (cos(x) + xsin(x)) 


7T ft* 

= h 2. 

JO 2 




3 Y=ir * 5 J 


Fig. 5 - Domaine d’integration de I\ 


2. Calcul de I 2 = / / 3 y 6 e xy dxdy, ou D 2 =: 0 < x < 1), \fx < y < 1. 

' n A 
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Exercice 0.3. 2. 3 

Representer les domaines d’integration et calculer les integrates doubles suivantes en changeant I’ordre 
d’integration si necessaire 


r *2 rx-\-l 

/ ( x 2 + y)dxdy. 

1 Jx 2 — 1 


1. h = 

2. I 2 = 

3. h = 
4 ■ h = 


aVv 

(xy + y )dxdy. 

„/2 

DO rl/y 

I J ye xy dxdy. 

f 2^/ln(3) 

/ / e x “ dxdy. 

1 0 Jy/2 


»l r 0 


5. I 5 = 

6. I e = 

7. I 7 = 

8. Is = 


4 \ Jx 2 + 


r 


' -i J - y / l - y 2 1 + x 2 + y 2 

rl ry 2 -l 

/ / dxdy. 

'-1 J 2 y 2 — 2 

r r sin(y) 


dxdy. 


I o J x y 

r-8 r 2 2 . 



'0 


^sr + l 


-dxdy. 


dxdy. 


Corrige 0.3. 2. 3 Representations des domaines d’integration et calcul des integrates doubles sui- 
vantes en changeant I’ordre d’integration si necessaire 
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1. Calcul de I± = 


■X+l 


(x 2 + y)dxdy. Le domaine est donne par : 


-1 Jx 2 - 1 


D\ = {(x, y) G M 2 : — 1 < x < 2 et x 2 — 1 < y < x + 1}. Dans ce cas x est fixe. 


h = 


i: 


rx+l 

/ {x 2 + y)dy 

-1 L J x 2 —l 


dx = 


i-i 


2 1 2"T +1 , 

yx + 2 y \ 2 _i x 


(x + l)x 2 + ^(x + l) 2 — (x 2 — l)x 2 — ^(x 2 — l) 2 


dx 


3 , 1. , 4 7 , 1 9 i2 117 

x + -fx) H — x H — X" = 

10 4 W 6 2 J-i 20 


2. h = 


4 r vv 



0 Jy/2 


(xy + y 3 )dxdy. Le domaine est donne par : 


Do = {(x, y) G M 2 : 0 < y < 4 et y/2 < x < /y}. Dans ce cas y est fixe. 


h = 


4 r rVv 



0 L dy/2 


( xy + y 3 )dx dy = 


io 


4 2 

r yx z q 

~Y + xy 


Vv 

J?//2 


dy 


r*4 2 S 4 

rr +u 7/2_y!_?L 

2 y 8 2 J 


3 c 1 , . 4 7-? 1 9 

-* — x 5 + -(x) 4 H — x 3 H — x 2 
10 4 W 6 2 J-i 


dx 

2 _ 117 
" 20 


3. Calcul de I3 = 


10 rl/y 


h = 


10 f l/y 



ye xy dxdy. 

rio 


ye xy dxdy = 


r-10 




1 1 !v 


r-10 


'1 


"i /y 


dx = 


J 0 


ye xy dx dy 
(e 1 — 1 )dx = 9(e — 1). 


4- Calcul de L± = / e x dxdy. 

Jo Jy/2 

f2y / ln(3) j- 011(3) 2 r/ ln(3) r2x 

/ e x dxdy = j 

l Jy/2 Jo Jo 

V ln ( 3 ) r I 2x 2 1 /V hl ( 3 ) 2 - 


h = 


-v'W 3 ) 


rzx , r 

/ e x2 dy dx = 

Jo J Jo 


e x dxdy 

2x 


y 

L JO 


dx 


2xe x dx = 
1 r 0 


21 V ln ( 3 ) 


= e ln(3) -1 = 2 . 


5. Calcul de 1$ = 

h = 


J 0 

Ay/ x 2 + y 2 




IQ 


2 r yx 2 3 
— + xy 


vV 

- -/J~l 


.dy 


n 4 2 V 4 

X + „7/2_r_^i 

. 2 y 8 2 J 


dx 


3 - l., 4 7 - 1 2 ]2 

' Io 1 + 4 (x) + 6 x + 2 I J- 1 


117 

~ 20 ~ 


6. Calcul de Iq = 


1 ry 2 —i 


-1 J2y 2 -2 


dxdy. 
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z 


T73T 


h = 


y 1 f , 9 

X \2ylJ V= ]J- y +1)dy 


1 

- 77 y° + y 


1 1 


j -i 


117 

~ 20 ~ 


7. Calcul de I 7 = 


sin (y) 


h = 


Jo J x y 

r ’\r s Jtei ix 

io l Jo /y 

- cos (y) 


dxdy. 


dy= sin(y)dy 
Jo 


= 2 


J 0 


8 z-2 


5. Calcul de Is = 


0 J %/x V 4 + 1 


dxdy. 


Is = 


L J fa y 4 + 1 


dy 


dx = 


y 4 + U 


rsr 


1 


-dx 


0 L Jo y +1 

i 2 ln(17) 


dy 


dy = -^ln(y 4 + l) Jo 


Les graphes des domaines d’integration 
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Fig. 10 - Domaine d’integra- 
tion de I 3 



Fig. 11 - Domaine d’integra- 
tion de I 4 


3 



Fig. 12 - Domaine d’integra- 
tion de I 5 
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Exercice 0.3. 2. 4 

Calculer les integrates doubles suivantes 


1. 


T = f f dxd V 

l ~ JJ Dl ( x + y) 2 ’ 

ou D\ : x + y < 3,x > l,y > 1. 


Corrige 0.3. 2. 4 


2- h = ff D2 e y2 dxdy, 

ou D2 ■ 0 < x < 3, — < y < 1. 

O 


1. Calccul de I\ 


f f dxdy 

J J Di Jx + yf’ 


ou D2 : x + y < 3, x > 1, y > 1. 


h 



3—x 


dy ' 
(x + y) 2 . 


dx 


- H—x 


x + y J 1 
1 1 - 


x + 1 

X 


3J 


dx 


dx 


l 2 3 

= ln(-) ~ 

3.1 V 


1 

3 



2. Calcul I2 = f f Do e y ~ dxdy, oil D3 : 0 < x < 3, — < y < 1. 

O 
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0.3.3 Integrates doubles : Changement de variables 


Exercice 0.3. 3.1 

Calculer les integrates doubles suivantes 
dxdy 


1. h = 


\ 2 ’ 


Di {x + yf 

ou D\ : x + y < 3,x > l,y > 1. 


2. I 2 = Jf Ds e y2 dxdy, 

ou D 2 '■ 0 < x < 3,— < y < 1. 
3 


Corrige 0.3. 3.1 

1. I\ = JJ ( 2x 2 — xy — y 2 )dxdy, ou D\ est la partir du premier quadrant borne limite par les 
droites 

y = —2x + 4 , y = —2x + 7, y = x — 2 et y = x + 1. 

On a h = / / {2.x 2 — xy — y 2 )dxdy = {x — y){ 2x + y)dxdy. 

JJdi Jjd i 


x — y = u 
2x + y = v 


On pose u = x — y et v = 2x + y et on resout le systeme 
On trouve x = -{u + v) et y = -(—2 u + v). 

f f y) 

On pose f{u , v) = (x, y) avec u = x — y et v = 2x + y . Alors h= uv I — — — -\dudv. 

JJlh D(u,v ) 

Le jacobien est 

1 1 


D(x,y) 
D{u, v ) 


-4 ? 

3 3 


_i 2 _ 1 
“ 9 + 9 “ 3 ‘ 


Done h = - 


uvdudv. 


Ui 


Determinons U\ . 
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Equations en ( x , y) 

Equations correspondantes en (u, v ) 

Simplification 

y = — 2x + 4 
y = - 2x + 7 
y = x — 2 
y = x + 1 

^(—2 u + v) = -2 .^(u + v) + 4 

3 1 l 3 

q(“ + u ) = -2.-(ri + u) + 7 

1 r 

-(-2u + u = -(it + u) - 2 

I I 

-(-2 u + v = -(u + v) + 1 

v = 4 
v = 7 
u = 2 
u = — 1 

Done U\ = {(tt, v) £ M 2 : — 1 < u < 2; 4 < v < 7} et 

1 ^ /»2 /»7 

Ii = / / uvdudv = - ( / udu ) . ( / uciu ) 

3 y 4 3 v y „ 1 ) vy 4 j 

1 ru 2 i2 rt> 2 - 

” 3 l~2~ -1 -1 L"2~. 


Dr M.Harfaoui 


33 

T' 


2. Calcul de I 2 


x 2 dxdy, oil Di est le demi-disque de rayon R et de centre D(R, 0). 


V equation du domaine est x 2 + y 2 = 2 Rx avec y > 0. On passe aux coordonnees polaires 

7 r 

x = rcos(9), y = rsm(0) avec 0 < 9 < — et 0 < r < 2Rcos(9). 


h 


7 r 


— r r2Rcos(9) 


7 r 

r 

4 R 4 


cos 2 (9) 


0 

7 - 4 -j 2Rcos(9) 

4 Jo 


r 3 cos 2 (9) dr 


d9 


d9 = 4 R 4 


cos 6 (9)d9 


5 9 | 15sin(20) | 3sin(4$) | 5sin(60) 

16 + 64 h ~ 64 h 192 

5/? 4 tt 


7T 


J 0 


8 



Fig. 18 Domaine d’integration de 12- 


Exercice 0.3. 3. 2 

Calculer, en utilisant le changement de variables convenable, les integrates suivantes : 



dxdy. 



Corrige 0.3. 3. 2 

1. On pose x = rcos(0), x = rsin(0), avec 0 < r < 1 et 0 < 9 < 7r/2. 
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n 7r/2 r 1 /*7r/2 

r.r 2 Ar.dO = ( / r 3 .dr).( / d$) 

Jo Jo 


1 r i tt/2 
0 


7T 


. 4 J o L Jo 8 

7T 7T 6 

2. On pose x = rcos(0), x = xsin(0), axec — <9 < — et 0 < r < — — . 

4 2 sin(9) 


h = 


6 py r 7 r/2 /*6/ sin(0) 

xdxdy = / / r 2 cos(0)d0 



o J o 


/• 71-/2 

. l•6/sm(9) 

/■tt/2 

rr 3 i 

/ cos(0) 

/ r 2 dr 

d9= cos (9) 

— 

ln/4 

L Jo 

J n/4 

. 3 . 


6 / sin(0) 


/"V 2 i 

= 72/ cos(6>) — T —d0 = 72 

hi 4 sin 3 (0) 


2 sin 2 (0) J tt/4 




^ = -?(!- 2) =36. 


3. On pose x = rcos(0) ; x = rsin(0), axec 0 < r < 1 et it < 9 < 


37 r 


1 />37r/2 /•! 1 /•37T/2 

h= hL l+-r dTM= (i ^ 

1 f ^1 37 t/2 7^- 


f‘3n/2 


r — ln(l + r) 


0 

- 0 L J 7T 


= ^(l-ln(2)). 


7T 


On pose x = rcos(0), x = rsin(0), axec 0 < r < 1 et 0 < 6 < — . 


1 /•7T/2 


.dr.dO = (/ (e r2 )dr^.( J dO ) 


h = I I re 

>0 Jo V J0 ' JO 

e _r “l 1 ri 7r / 2 7r(l — e _1 ) 

C7 


2 J o L Jo 


7T 


5. On pose x = rcos(0), x = rsin(0), axec 0 < $ < — ei 0 < r < 2cos(0) . On a alors 


rn/2 ,2cosO) r ( cos (0) + sin (0)) f/2 r /•2cos(e) 

h= / o r.dr.dO = / 


/o J 0 


/ 2 


cos(d) + sin(0)) 
2 


jo L Jo 

2 cos(0) /* 7r /2 

dO = 2 

J o Jo 

0 2sin(0) 1 . o //n '| 7r / 2 7T 

- H — + -sm 2 ((9) 

2 4 2 w Jo 


(cos(0) + sin (9)) dr 
(cos 2 (9) + cos(9) sin(9))d9 
= ? + l. 


d9 


Exercice 0.3. 3. 3 

1. Calculer la moyenne de la fonction f sur le disque D de centre 0(0,0) et de rayon a dans 
cas suivants 


(a) f{x,y) = \J x 2 + y 2 . 


(b) f(x, y) = a 2 — x 2 — y 2 . 


2. Calculer la moyenne de la fonction f sur le domaine D dans le cas suivant 

f(x,y ) = — , D = {(x, y) € M 2 : ln(2) < x < 21n(2),ln(2) < y < 21n(2)}. 
xy 
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Corrige 0.3. 3. 3 

1 . On fait le changement de variables par passage aux coordonnees polaires x = r cos 6 ety = r sin 9 . 
Alors 


a p2tt 


H I=— 2 , , 

™ Jo Jo 


r 2 drdO = -^.2n. 


r r 3 i a 2 a 


vra^ 


O’) 1 = ^2 /; C rVa^^drde = -^.2ir. 


I = 


1 


L 3 Jo 
1 

7 r a 1 

2 ln(2) f2M2) dxdy 


(a 2 - r 2 ) 3 / 2 1 0 2a 
3 Jo = ~ 3 ~' 


f 2 ln( 2 ) 


(ln(2)) 2 Jin( 2 ) ./in( 2 ) xy (ln(2)) 2 7 ln( 2 ) 
r -2 ln( 2 ) 


ln(y) 1 21 n( 2 ) 


1 


(ln(2))“ j ln( 2 ) 


/ ( In 2 + lnln(2) — lnln(2))dx = 

J ln( 2 ) 


dx 

X J ln( 2 ) 

i r 2ln ^ dx 


ln(2) 


1 21 n( 2 ) 

ln(x) = 1 

Jln( 2 ) 


In (2) J i n(2 ) x 


Exercice 0.3. 3. 4 

Calculer, en utilisant le changement de variables, les integrates doubles suivantes 


1. h = 


dxdy 


Dl I + x 2 + y 2 ’ 
D\ : x 2 + y 2 < 1 . 

dxdy 


2. I 2 = 


d 2 /x 2 

a 2 b 2 


,ou D2 est la 


partie du plan comprise entre les en- 
sembles 

™2 „2 ™2 ,,2 

^ - A 2 = 0 et^- + |^--/i 2 = 0 , 
a z o z a z 


A > g > 1 . 

5 . h = JJ (1 + x 2 + y 2 y 4 dxdy, 

D3 : x 2 + y 2 < R 2 - I = 

O 

4. I 4 = [[ 2.(1 + \A 2 + y 2 )~ 1 dxdy, 

J J d 4 

Z) 4 : -1 < x < 0, -Vl - x 2 < y < 0. 
I 4 = (1 — In 2). 7 r. 


Corrige 0.3. 3. 4 


1 . Calcul de I\ = 


dxdy 


r, £>1 : x 2 + ?/ 2 < 1. 


D, 1 + X 2 + y 2 ’ 

On pose x = rcos(0), x = rsin(0), anec 0 < r < 1 ef 0 < 0 < 27 t. 
1 rdrdO 

h = I z 77 = 27 t 



/o JO 1 + r 
2 . Calcul de I2 = 


-ln(l + r 2 ) = 7 T. ln( 2 ). 


J 0 


dxdy 


d 2 /x 2 n 2 _ 
0 + 6 2 


, on ZJ>2 est la partie du plan comprise entre les ensembles 


a * 

r 2 7 / 2 

x , v \ 2 


T 2 7 / 2 

x , y .2 


— 7 + 774 — A — 0 ; — + —7 — g — 0 , A > /i > 1 


6 2 


6 2 


On pose x = ra cos( 0 ), x = rfrsin( 0 ), anec g<r<XetO< 9 < 2 n. 

(r 2 — l) 1 / 2 = 2abn.(^y A 2 — 1 — vV 2 — l) ■ 


r /' A f 2n abrdrdO n , 
±2 = I I , = 2ao7r 


'n Jo Vr 2 - 1 
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3. Calcul de I 3 = J J (1 + x 2 + y 2 ) 4 dxdy , D 3 : x 2 + y 2 < R 2 . 

On pose x = racos(9), x = rbsin( 6 ), avec 0 < r < R et 0 < 9 < 2tt. 


r R /- 27 T 


h = 


rdrd9 


1 


l 0 J 0 (1 + r 2 ) 4 27F '6 


(l + r 2 )- 3 l R = ?(l-(l + ^ 2 r 3 )- 

- 0 o 


4 ■ Calcul de I 4 = / / 2.(1 + \J x 2 + y 2 ) 1 dxdy, Da : — 1 < x < 0, — \/l — x 2 < y < 0. 

J J Da 

37T 

On pose x = rcos((9), x = rsin((9), avec 0 < r < 1 et it < 9 < 


I 4 = 2 


1 /" 37r / 2 rdrd9 
1 + r 



1 


0 J TV 


2 
1 1 


= 2 / (l )dr = 7 r r — ln(l + r) = 7r.(l — ln(2)). 

' 1 + r 


J 0 


Exercice 0.3. 3. 5 


1. h = 


\ dxdy, Di : 0 < x < 


Di ^ + y 


2, 0 < y < y/l-(x-l) 2 . h = | + I- 


2 . 72 = JJ e ^ x ~ +y 2 ^dxdy, 


D 2 : 0 < x < 1, 0 < y < 


h = 


7 r(e — 1 ) 

4e 


jdxdy, 


3 ' h ' 'd 3 (l + x 2 + y 2 ) 2 ' 

I ?3 : — 1 < x < 0, — \/l — x 2 < y < 0. 
J 3 = 7 r. 

I, = Jj exp( 3 CDly x dy 

Da = {( x,y ) : y 2 < 2 px,x 2 < 2 py}, 
p > 0. (poser x = u 2 v, et y = uv 2 ,u > 
0 ,v > 0 ). 


Corrige 0.3. 3. 5 


TT 


1. Premiere methode : On pose x = rcos($), y = rsin($), avec 0 < r < 2 cos (9) et 0 < 9 < — . 


h = 


f 2 cos(0) r ( cos (0) +sin (0)) 


rdr 


J 0 

r 71-/2 


= 


7t/ 2 r /*2cos(0) 


(cos($) + sin(0))dr 


L Jo 


dO 


= 2 


cos 2 (0) + cos(0) sin(9))d9 = 2 j ( — ^ ^ — - + cos(0) sin(0))ci0 


[ \ 9 + ^sin(2 9) + ^sin 2 (9) 


2 

/ 2 7T 

J0 =2 +L 


Deuxieme methode : On pose x = 1 + rcos(0), y = rsin(0), avec 0 < r < 1 et 0 < 9 < it. 
x 2 + y 2 = 1 + r 2 + 2r cos (9) 


J = 


1 " r(C ° s( ' ,)+Sill(( ' )) + 1 r £ i r rf9=^ + l. 



10 


o 1 + r 2 + 2 r cos(9) 


2. Calcul del 2 = e *- x +v ^ dxdy , D 2 : 0 < x < 1, 0 < y < y/l — x 2 . 

J J d 2 


TT 


On pose x = rcos($), x = rsin(0), avec 0 < r < 1 et 0 < 9 < —. 


h = 


1 /•7r/2 


2 7T r 6 r ~1 ^ 

~ r rdrdO = — — 


0 Jo 


2 L 2 J 0 4 v ’ 4e 
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3 . Calcul de I3 = 


o 3 C 1 + x2 + v 2 ) 2 


dxdy, D3 : — 1 < x < 0 , -\J\-x 1 < y < 0 . 


On pose x = rcos($), x = rsin( 0 ), axec 0 < r < 1 et it < 9 < 


37 r 


/ 3 = 


ll 2 7 T 


f 1 r 3 ™/ 2 rdrdO tt f 2 du 7 r 

/o A (1 + ?~ 2 ) 2 4 J 1 u 2 4 L uJ 1 8 ' 

/ / expf- — ^ ) dxdy D4 = {(x,y) : y 2 < 2 px,x 2 < 2py}, p > 0 . (poser x = u 2 v, et 
JJd, v xv J 


4- h = II exp 

JJd 4 v £2 / 

y = uv 2 ,u >0,v> 0). 

On pose f(u,v ) = (x,y) = (u 2 v,uv 2 ) = (</>(u, 7;), u)). Ee Jacobien est 
detJf(u , 7;) = 


d <t> ( \ 

^~(u,v) 

QU 

dfi 

dv 




2 uv u 2 

dll’ 

mC v) 

dfi 


v 2 2 uv 


2 2 
= u .v . 


Done 1 ^= I j exp(u 3 + it) | u) | dudv, ou U4 = {(«, u) : 0 < u < 0 < v < ^/2p}. 

•^ 2 p 


h = 


u 4 


r v z p r</ ^p 

exp(u 3 + v 3 ) \ Jf(u,v) \ dudv = / / u 2 .v 2 exp(u 3 + v 3 )dudv 

Jo Jo 

( 2 , 3w \ 2 /r 1 1 2 

J w~exp{w 6 )dwj = -e J = -(e p — 1 ) . 


0.3.4 Applications des integrates doubles 


Exercice 0.3. 4-1 

Calculer la masse et le centre de masse et le moment d’inertie par rapport a I'axe (x'Ox) de la plaque 
definie par 

1. les courbes y = x et y = x 2 . 

2. les courbes x = y 2 et x = 2y — y 2 si la densit ? au point (x, y) est 5 (x, y) = y + 1 . A(-D) = 1 . 


Corrige 0.3.4- 1 

Calcul de la masse et le centre de masse et le moment d’inertie par rapport a I’axe (x'Ox) de la 
plaque definie par 

1. les courbes y = x et y = x 2 . 

Soit D le domaine limite par les deux courbes. 

* La masse de D est : 


M = 



1 r 


dxdy = 


y 

L J X‘ 


dx 


k Les coordonnees du centre de masse. 



x 2 )dx 




1 

6 ' 


M x 


ydxdy 






- 1 
. 0 


1 

15 ' 
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1 px 


My = 


xdxdy = 


/ o Jx 2 

Done les coordonnees sont 


xy 


dx = I (x 2 — x 3 )dx = 


1 3 1 4 

-x 6 x 4 


1 _ 1 

4 Jo “ 12' 


Afy _ 1/12 _ 1 

Af “ 176" “ 2’ 


x = 


-_ M x _ 1/15 _ 2 
/y “ ~M ~ TJb ~ 5' 

* Le moment d’inertie par rapport a Vaxe ( x'Ox ) est 



rl ^ 

y 2 dxdy = 2 (y 3 - y 5 )dy = 

Jo 6 


1 


x dxdy = 2 (y 3 - y b )dy = 

~ , Jo 6 

2. les courbes x = y 2 et x = 2y — y 2 si la densite au point (x, y) est 6(x, y) = y + 1. 
Soit D le domaine limite par les deux coubes. 


1 r 2 y-y 2 



rl 


-k La masse de D est M = 

1 0 Jy 

k Les coordonnees du centre de masse. 

-l 


1 


(y + l)dxdy= {2y - 2y 3 )dy = 

2 Jo 2 



y(y+l)dxdy= / (2 y -2y )dy = —. 


>0 


15 


x(y + 1 )dxdy 

. 1 f 1 r. 


1 


1 

3' 


My 2 


Done les coordonnees sont 

M 3 ’ w M 15 ' 

* Le moment d'inertie par rapport a I’axe (x'Ox) est 


- -y - M X 8 

x = —y = -,et y = — — = — . 


It = 


l /-2 y-y 2 


y\y + 1 )dxdy = 2 I (y 3 — y 5 )dy = y. 


1 


0 Jy 2 


Exercice 0.3. 4-2 

Le but de cet exercice et le calcul de montrer que I = 
f 1 ln(l + y) , vr In 2 

L = 

En calculant J — [[ T 

J J D (1 + x 2 )(l + xy) 

fagons differentes, trouver I . 


6 


rl U1+ f d x = On donne 

! 1 + X 2 8 


avec D = {(x,y) tel que 0 < x < 1, 0 < y < 1} de deux 
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Corrige 0.3.4 -2 

Premiere fagon 

J = 



-i l 


J o 


dx 


Deuxieme fagon 


Pour calculer 



x 


ax + b c 
+ 


(1 + x 2 )(l + xy) 1 + x 2 1 + xy 


Par identification on obtient 
x 


x v 

+ y 


(1 + ,t 2 )(1 + xy) l + y 2 'l + x 2 1 + y 2 ' 1 + x 2 l + y 2 l + xy' 


Alors 


fi 


xdx 


1 




Jo (l+x 2 )(l + xy) 1 + y 2 'J 0 1 + x 2 1 + y 2 ' J 0 1+x 

Done 


dx. 


d 


xdx 


Jo (l + x 2 )(l + xy) 1 + y 2 ' - 
On obtient 


1 rln(l + x 2 )] 1 y 


Jo 1 + 2/- 


arctan(x) 


n 1 


Jo 1 + 2/- 


ln(l + xy) 


1 1 


fi 


xdx 


= M2) 1 vr y _ ln(l + y) 

o (1 + x 2 )(l + xy) 2 1 + y 2 4 ' 1 + y 2 1 + y 2 


On integre cette derniere expression par rapport a y on obtient 


M2) r 1 * 

2 J 0 1+y 2 4 


V o dy- I M", ' V dy 

1 + 2T Jo 


1 ln(l + y ) 

i + y 2 


ln(2) f * 1 1 


2 

M2) 


J = '-^L r T¥ dy+ l 


y f 1 ln(l + y) 

z d y ~ I , 9 dy 


i + y 


to. 


i + r 


arctan( 2 /) 


1 1 7r 

Jo + 4' 


ln(l + 2/)l 1 / >1 ln(l + 2 /) 

7r d y 


J o 


ln(2) 7r | 7 r ln(2) 7rln(2) 7rln(2) 

2 4 + 4 2 8 ~ 


1+y 2 


J o 
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Done 



ln(l + x) 
1 + x 2 


dx 


7rln(2) 

8 


Integrales triples 


Exercice 0.3. 4-3 

Le but de cet exercice est de montrer que I = 


/ 2 ln(l + cos(x)) , 7 r 2 



J x— 0 ^OS ^ 

T / 2 ln(l + cosx) 


cos(x) 


-dx. 


1. Montrer V existence de I = 

./( 

/*7r/2 /»7r/ 2 

2. Montrer que I = / 

Jo Jo 

3. En deduire la valeur de I. 

Corrige 0.3.4- 3 

1. La fonction x — — - — C ° S ‘ ^ n’est pas efinie en f . 

cos(x) 

Comme lim ln(l + cosx)cos(x) = limlnfl + i)t = 1 (finie) Vintegrale existe I existe. 

x^n/2 t— >0 


2. Posons J = 
On a 


J = 


ftr/2 pir/2 


sm y 


I o 1 + cos x cos y 


dxdy. 


t/2 1 


■k/ 2 p-n/2 ■ pn/2 pv/2 

/ ^ dxdy= / 

o 1 + cos x cos y J o 

1 V 2 


sin y 


-dy 


dx 


/ o 


COS X L 


— ln(l + cos x cos y) 


dx = 


J o 


.Jo 1 + cos x cos y 

f ln(l + cos x)^jdx = I. 


cos x 


3. En deduire la valeur de I. 
On a 


J = 


tt/2 pn/2 ■ ptt/2 pir / 2 

/ — ^ dxdy = / 

o 1 + cos x cos y Jo 


smj/ 


t/2 


sm y 


to 


r/2 


dx 


. Jo 1 + cos x cos y . 


dy = 


. Jo 1 + cos x cos y 

t/2 x 


-dx 


dy 


I o cos X 


Posons t = cos x alors dt = — sin xdx et 
Ml 2 dx /' 7r / 2 , C K I‘ 1 cos x cos ydx ir 


I o 1 + cos x cos y 


dx — 


Iq 1 + cos x cos y 2 

, , , dt 

t = cos x cos y dt = — sm x cos ydx dx = — - 


cos y 


( ln(l + cos x)^ = I. 

I"*/ 2 cos xdx 
' 0 1 + cos x cos y 


sm x cos y 


P7t/2 dt 

0 (1 + t. cosy)\/l — t 2 
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Exercice 0.3.5. 1 

Representer les domaines d’integration et calculer les integrates triples suivantes 



dz, ou D : x 2 < y < 1. 


Corrige 0.3.5. 1 

h = 


l. 


1 ox 2 /»2 x+y 


(2x + z)dxdydz 


0 Jl—x J x 





r 1 r rx 2 

/ 0 '~Jl-x 


0 L Jl- 
2 


' (2x(2 x + y) + 

l-x ' 


{2x + yf 


-2x 2 - — 


)dy 


7x“ , y 

— + 1XV+J 


dx = 


7x z n y 

—y + 2 xy 2 + 


dx 
3 . „2 


1 'x 6 


7x 4 3x 3 


b 2x H 1 1 2x - 

6 2 2 2 


(1 ~xf 


0 

l2 + y + T^ + ^ + ¥ -a " + 


6 J 1-3 
dx 


dx ' 


7 x 6 7x 5 3x 4 


(1 - x) 4 


i 39 


24 Jo 70 


2. h = 



D 


(xy + z 2 )dxdy^jdz, ou D : x 2 < y < 1. 


/ 2 = 



dz 
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Exercice 0.3.572 

Representer les domaines d’integration et calculer les integrates triples suivantes 
L 

(x 2 + y 2 + z 2 )dxdydz , 

r 8 -x 2 -y 2 



0 JO Jx 2 +3y 2 

7T PIT P 1 


dydxdz , 


5. / 3 = 


/o Jo Jo 


ysin(z)dxdydz, 


Corrige 0.3. 5. 2 1. Calcul de I\ : 

h = 


2. Calcul de I 2 


3. Calcul de I 3 



h = 


rV2 r3 y r8 -x 2 -y 2 

/ / / dydxdz 

JO Jo Jx 2 +3y 2 
rV 2 r3y 

/ / (8 — 2x 2 — 4 y 2 )dxdy 

Jo_ Jo 

[8x — -x 3 — 4xy 2 ]^ y dx = —6 


h = 


(‘i r /*7r p 1 

/o Vo Vo 


y s\n{z)dxdydz 
(y dx).(| ydy'j ( J sin(z)dz 


= 1 r. 


^ 1 - 

. 2 Jo 


/o 

-cos(z) o = y(l -cos(l)). 


0.3.6 Integrales triples : Changement de variables 


ii = l. 
h = —6. 


7T 


= y(l -COS(I)). 


Exercice 0.3.6. 1 

Representer les domaines d’integration et calculer les integrales triples suivantes 
(x + y + z)dxdydz, ou D\ : x 2 + y 2 + z 2 < i? 2 , 2 > 0. 


1- h = 

2. I 2 = 

Corrige 0.3.6. 1 


D 1 


zxy 


£>2 


1 /x 2 + 4 y 2 dxdydz ou D 2 = {(x, y, z) : x 2 + y 2 < 1, x > 0, y > 0 et 0 < 2 < 1}. 
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1. h = 


(x + y + z)dxdydz, ou D\ : x 2 + y 2 + z 2 < R 2 , z > 0. 


D 1 


On passe aux coordonnees spheriques 


x = r cos(it) cos(i;), 0 < r < R 

y = r sin(it) cos(i>), 0 < u < 2 -jt 

z = r sin(u), 0 < v < 


IT 


On a dxdydz = r 2 cos (v)drdudv done 


h = 


(x + y + z)dxdydz 


D i 


- , r^/ z , 

/ ( / r 3 (cos(u) cos(v) + sin(u) cos(v) + sin(v))dv )du 

(/ r 3 dr^ J (/ ? ,3 (cos(u) cos(i;) + sin(it) cos(i>) + sin(i;))(it;^(iti 


^r- 2n -( fo^ 2 sin(v)dv) = Df. - cos(t.) 


On a utilise le fait que 


1 */2 _ tt.R 2 
. o “ 2 


jf ( fo^ 2 ( cos ( u ) cos(v) + sin (u) cos (v))dv\du = J^ 2 ^ f^ w (cos(u) cos(v) + sin(u) cos (v))dibjdv 

= f^ 2 cos(u)(sin(n) + cos(u)) 


1 27 r 


tii; = 0 


2. I 2 = J J J zxy\J x 2 + Ay 2 dxdydz oil D 2 = {(x. y, z) : x 2 + y 2 < 1 , x > 0 , y > 0 et 0 < z < 1 }. 
On passe aux coordonnees cylindriques 

x = rcos(u), 0 < r < 1 
y = rsin(it), 0 < u < 7r/2 
z = t), 0 < t < 1 


On a dxdydz = rdrdudv done 


h = 


zxy \/ x 2 4y 2 dxdydz 


tt /2 rl 


D 2 


i.r .(cos(it) sin(u) \/l + 3 sin 2 {u))du ) dt 

t/2 


dr 


^ J tdtj . ^ J r 4 dr^j . ^ J (cos (it) sin(it)^/l + 3 sin 2 {u))du 

t 2 1° 5 1 ° / s . IT — lir/2 


-I" [- 

2 Jo' L 5 
1 1 

2 5 


cos (it) sin (it) -y/l + 3 sin 2 (it) 


g (l + 3sin 2 (u)) 


3/2' 


/2 7 

Jo ““ 45' 


J 0 
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Applications des integrates triples 


Exercice 0.3.072 

Calculer les integrates triples suivantes 


dxdydz 


d 2 yjl + x 2 + y ’ 2 + z 2 


, D 2 : b 2 < x 2 + y 2 + z 2 < a 2 . 


1. I\ = J J J z dxdydz, D\ : x 2 + y z < R~ , 0 < z < h. 
r r r 

2. I 2 = 

on rappelle que : 

Corrige 0.3. 6. 2 


r 2 dr 
y/l + r 


= 2? r.-. 


ryj 1 + r 2 — sinh x (r) 


1. h = 


z 2 dxdydz, D\ : x 2 + y 2 < R 2 , 0 < z < h. 


D, 


On fixe (x,y) dans U\ = {(x,y) G M 2 : x 2 + y 2 < R 2 } projection de l’ intersection du plan 2 
le domaine D\ et on passe aux coordonnees polaires. 
rh 


h = 


dxdy 


u 1 


dz 


z 2 dz 


o„ 


r2ir 


rdrdO 


\ z 3 ~\ h rr 2 i R 7r R 2 h 3 

— ,2t r. — = 

L 3 Jo L 2 Jo 3 


2. h = 


dxdydz 


d 2 y/l+x 2 + y 2 + z 2 
On passe aux coordonnees spheriques 


, D 2 : b 2 < x 2 + y 2 + z 2 < a 2 . 


x = r cos(u) cos(u), b <r < a 
y = r sin(u) cos(i;), 0 <u<2it 

TT 

z = rsin(u), 0 < v < — 


7T 7T . 


On a dxdydz = r 2 cos(v) dr dudv et on pose U 2 = [6, a] [0, 27 t] [ — — , — ]. Done 


2 2 s 


h = 


r 2 cos (v)drdudv 


= 2tt. 


sin(i;) 


u 2 
r 2 dr 


J -- x Jb Vl + r 2 


y/l + r 2 


= 2? r.-. 
2 


ry / 1 + r 2 — sinh 1 (r) 


7r.(a\/l + a 2 — sinh x (a) — by / 1 + b 2 + sinh 1 (6)). 


0.3.7 Applications des integrales triples. 

Exercice 0.3.7. 1 

Calculer V le volume du domaine de M 3 limite par les paraboloi'des d ’ equations 
z = x 2 + y 2 et z = 2 — x 2 — y 2 . 

Corrige 0.3.7. 1 


avec 
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Calcul du volume V du domaine 17 de M 3 limite par les paraboloides d ’ equations z = 2 — x 2 — y 2 
et z = x 2 + y 2 . 


V 


4. 


ry/l—x 2 

r2—x 2 —y 2 

1 

/ dxdydz 

— y/l—X 2 v 

' x 2 -\-y 2 

ry/l—X 2 

r2-x 2 -y 2 

/ 

/ dxdydz 

Jo 

J x 2 +y 2 



o Jo 


(2 — x 2 — y 2 — x 2 — y 2 )dxdy 


1 r-s/DA 



o Jo 


8 . 


(l - (x 2 + y 2 ))dxdy 


1 /-tt/2 


o Jo 


(l — r 2 ^rdrdO 
d6 = it 


/2 rr 2 r 4 ll 


4 J o 



Autre methode. On fixe (x,y) dans D le projection de 17 sur le plan z = 0. 
On a D = {(x, y) G M 2 : x 2 + y 2 < 1} 


V = 

= 2 


r27T r 1 

o Jo 


D 


r 2-x 2 -y 2 


i dz J ~ J - - ° 1 1 f ' - 2 - 2 

a? 2 +J/2 

(l — r 2 ^rdrd6 = 47r. / (r — r 3 )dr = 47r 


dxdy = 2 J J (1 — x 2 — y 2 )dxdy 

r 4 i 1 

4 Jo 


= 7T. 


Exercice 0.3. 7. 2 


h = 


(x 2 + y 2 )dydxdz, ou 17 est Ze domaine de M 3 limite par les paraboloides z = 8 — x 2 — y 2 


et z = x 2 + y 2 . 


Corrige 0.3. 7. 2 


Calcul de Io- 
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Applications des integrates triples 


h 


D 


D L 


(x 2 + y 2 )dydxdz 

r8-x 2 -y 2 

/ (x 2 + y 2 )dz dxdy 

' x 2 +y 2 

(x 2 + y 2 )( 4 — x 2 — y 2 ) dxdy 

1 /*27T 

? ,2 (4 — r 2 )rdrdO 


z ° 

47r. / r 3 (4 — r 2 )dr = 47r. 
° 64 

7T 

3 


4 1 6] 2 

r r 

6 J o 



Exercice 0.3. 7. 3 

Calculer V le volume du domaine S7 de M 3 limite par la paraboloides d’ equation z = 4 — 4(x 2 + y 2 ) et 
la surface d’equation z = (x 2 — y 2 ) 2 — 1. 


Corrige 0.3.7. 3 

Calcul du volume V du domaine de M 3 limite par la paraboloides d'equation z 
et la surface d'equation z = (x 2 — y 2 ) 2 — 1. 

On pose x = rcos(8), y = rsin($) et z = t. Alors dxdydz = r.dr.dd.dt 


4 — 4(x 2 + y 2 ) 



V 


4. 


r 71-/2 


1 r r4-4r 


4 - Jo 12 i fo fo ( 5r “ 4r3 “ r5 ) dr ] de 

r ir/2 c I [■ tt/2 

( i ) # _W = 


/0 L Jr 2 -l 
r-1 r 1, 


[rdt] dr 


d8 


87T 

y 
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